1) Ondas senoidais

Uma equagao do tipo:

f = Asen((2/A)(x-vt)) expressa uma onda de formato senoidal se propagando para a frente na
direcdo x, com uma velocidade v. Os parametros A e A sdo respectivamente amplitude maxima e
comprimento da onda, como mostrado no exemplo abaixo.

ParaA=1,A=2ev =3, o grafico em azul representa uma ondulacdo ao longo do eixo x quanto t =

1s, e em vermelho quando t = 1.05s. Portanto podemos dizer que a onda esta se movendo para a
direita.
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Mas também € possivel escolher um determinado ponto do eixo x e monitorar a altura da onda com
o passar do tempo. O grafico abaixo mostra como essa altura oscila no ponto x = 1, entre 0 e 2 s.
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O grafico acima sugere uma explicacdo alternativa. Em vez de uma onda se deslocando para a
direita, o que ocorre sdo oscilacdes senoidais em funcdo do tempo em cada ponto. Como todos os
pontos oscilam com a mesma frequéncia, produz-se o efeito visual de uma onda se deslocando,
porque a defasagem aumenta de forma constante.

Uma terceira perspectiva parte do principio de que todo o movimento € relativo. No caso de ondas
no mar por exemplo, se um surfista se desloca com a mesma velocidade da onda, sua posigdo entre
a crista e o vale é constante durante o trajeto. Abstraindo da visdo da praia e da resisténcia do ar,
pode se considerar parado. Nao ha nem uma onda se deslocando, nem uma altura oscilante em cada
ponto. Sua onda € tdo estatica como uma duna de areia.

Se x’ corresponder a uma distancia fixa em relacao ao barco, e x a distancia de um observador
parado fora dele, a relagdo entre as distancias medidas por cada referencial é: x = x’ + vt.
Substituindo na equacao:

f = Asen((2/A)(x — vt)) => f = Asen((2r/A)(x’ + vt — vt)) = Asen((2/A)x’)

Essa equacdo expressa um panorama estatico de ondulagdes, pois ndo é mais funcdao do tempo.



2) Ondas numa corda

Suponhamos uma corda esticada vibrando com pequena amplitude como num violdo.
Convencionamos a direcdo da corda como o eixo x, e a direcdo dos deslocamentos transversais
correspondentes as oscilagoes, o eixo y. Isolemos para analise um pequeno segmento de massa m,
entre X, e Xo + Ax num instante t. As forcas atuantes no segmento, se desprezarmos a gravidade, sao
as tensoes a esquerda e a direita, cada uma tangente a curva no ponto. O somatorio dessas forcas
corresponde a aceleracdo, ja que esta nao é uma situacao de equilibrio:

Tay — Tey = may
de - Tex = max

Tay / ITal = sen(0q) € Tey / ITel = sen(O.)
Tux / I'Tal = cos(04) € Tex / ITel = cos(Oc)

A expansdo em série do seno até o segundo termo € igual a da tangente. Como esta ultima representa
a derivada da curva no ponto podemos fazer a substituicdo ja que a amplitude das oscilagdes é
considerada pequena. Pelo mesmo critério, o cosseno € aproximado para 1:

Tay / ITdl = tan(04) € Tey / ITel = tan(6e) => [Tal0y/0xXlxo+ax) — ITel0y/0xlx0) = may
Tax /Tl =1e Tex / ITel =1 =>IT4l - ITel = may

Substituindo IT.| = ITl e IT4d = ITI + AT, e dividindo por Ax:

ITI(Oy/0Xlx0sax) — OY/0Xlx0))/AX + (AT/AX)0y/0Xlx0+ax) = M(0°y/Ot*)/ Ax
AT/AX = ma/Ax

No segundo termo do lado esquerdo da primeira equagdo, a derivada é muito pequena (mesmo motivo
— pequenas oscilagdes) tornando-o desprezivel frente ao primeiro. Fazendo o limite quando Ax — O e
definindo a densidade linear p = m/Ax

PyloC = (ITl/p)dy/ox>
0*x/0t*= (1/p)0T/ox

Para ondas em cordas considera-se a oscilagdo em X, representada na segunda equagao muito menor
que a oscilacdo em y, representada na primeira. Para isso basta que o material seja rigido o
suficiente para que as variacoes de tensdo resultem em deformagdes muito pequenas comparadas
aos deslocamentos transversais.

A solucao geral da equacdo em y é:
y = f(u), tal que u = k(x — vt), onde v = (|T|/p)*?

pois

dy/0x = kof/ou
0%y/0x*= K*0*f/0u?

dy/ot= -kvof/ou
0%y/ot* = K*v?0*f/0u?

onde se presume que y é duplamente diferencidvel em todos os pontos em relagdo a x e t.



Uma onda senoidal onde y = Asen(k(x — vt)) € um exemplo de uma funcdo desse tipo, entretanto nao
¢ a tnica. A funcdo ndo precisa nem mesmo ser periddica. Basta que, como no exemplo do surfista,
um observador com velocidade v, veja uma forma na corda invariante no tempo.

A energia cinética de um segmento da corda num dado ponto X, e instante t, sera entao:
Ex = (1/2)p(dy/ot)* = (1/2)pk*v*(of/ou)?

Entrando com a expressdo para dy/0x, e como v = (ITl/p)"":
Ey = (1/2)ITI(dy/dx)*

A energia cinética sera zero nos pontos em que a corda for paralela ao eixo x, e maxima quando sua
inclinacdo em relacdo a esse eixo for maxima. Quando:

Ex = max => (dy/0x) = max, 0%y/0x*=k*f”(u) =0 =>f"(u) =0
Ex = min => (dy/0x) = 0, => y = max ou y = min => f(u) = max ou min.

A energia potencial € de natureza elastica, e € funcdo da maior ou menor tensao na corda em cada
ponto e instante. Vamos considerar que em cada ponto a soma das energias potencial e cinética é

constante.

A energia elastica num corpo em tensao uniaxial como uma corda é:
E,=(1/2)Te

onde ¢ é a deformacao elastica e T a tensao.

Pela lei de Hooke:
T=Se=>¢e=T/S

onde S é o modulo de elasticidade.

Logo, a energia potencial elastica pode ser expressa como:
E,= (1/2)T*S

A energia total é entdo:
Ew = (1/2)T%S + (1/2)ITI(0y/0x)*

Derivando em relacao a x e igualando a zero:
(T/S) dT/dx + (1/2)(dT/dx)(dy/0x)*+ |T|(Oy/0x)(0*y/0x*) = 0

Os pontos extremos T = max e T = min correspondem a:
0T/0x =0

Substituindo na equagao acima, vemos que para essa condicao:
(0y/0x) = 0 ou (0*y/0x*) =0

(0y/0x) = 0 => Ei = 0 => E, max => T max. E também o ponto minimo ou méximo de y.

(0%y/0x*) = 0 => Ex max => E, min => T min.



3) Ondas eletromagnéticas
3.1) Equacao geral de uma onda plana

As equagdes de Maxwell em forma diferencial sio:

VB=0 1)
V.E = p/Eo (2)
VxB = poj + poanE/at (3)
VXE = -0B/ot (4)

Numa regido sem cargas ou correntes:

VB=0 (1a)
VE=0 (2a)
VxB = poeo0E/0t (3a)
VxE = -0B/dt (4a)

Diferenciando (3a) em relacdo ao tempo:

6(VXB)/6t = poanzE/atz
Vx(0B/0t) = poe0°E/ot?

Substituindo o valor de 0B/0t de (4a):
VX(VXE) = -pog0°E/0t

Usando o resultado do calculo vetorial de que para qualquer vetor V:
Vx(VxV) = V.V - V?V

Usando (2a):
Vx(VXE) = -V’E

Logo:
azE/atZ = (1/}1080)sz

Com um procedimento similar, apenas eliminando E das equacdes em vez de B:
62B/6t2 = (1/H0€0)VZB

Uma onda do tipo que foi deduzido para as cordas é solugdo para essa equagao, o que pode ser visto
se E e B forem apenas fung¢oes de x, e o gradiente se reduzir a derivada parcial em relagdo a x.

Substituindo os valores das constantes elétricas e magnéticas:
g0= 8,854187817 x 10> C*N''m™

Ho= 1,2566 x 10° C*N'm?H/m

(1/p0g0)"® = 2,998 x 10°m/s = ¢ (velocidade da luz).

Logo as equacgOes de onda, que expressam 0s campos elétricos e magnéticos no vacuo, na auséncia
de cargas e correntes sdo:

0°E/ot* = c*V’E
0°B/0t’ = c°V’B



E possivel encontrar campos elétricos e magnéticos satisfazendo essas equacdes que ndo sejam
ondas eletromagnéticas. Um exemplo trivial sdo campos estaticos. Mas a solugcao mais geral é uma
onda, com algumas diferencas em relacdo ao caso das cordas:

E =E(u),e B=B(u), onde u=k.x— ot + 08 e o = [k|c, onde k é um vetor constante e 8 € uma
constante.

A expressao para u significa:
u=kx +ky+kz-ot+0e |kl=(k?+k?+kH?

Para um determinado instante t fixo, e para cada valor de u, ela é a equacao de um plano. E(u) e
B(u) sdo constantes nesse plano, e k é um vetor normal a ele. Por isso é chamada solucdao de onda
plana.

Testando a solugdo para os componentes de E:

OE,/0t = (OE,/0u)ou/ot = -w(0E,/0u)
O°E/0t° = w*(0°Ex/0u®) = (ki + ky* + k,2)*(0°E/0u?)

OE,/0x = (0E,/0u)0u/0x = k«(0Ex/0u)
0°E,/0x* = k,*(0*Ex/0u?)

De modo similar para as derivadas em relagdo a y e z, assim:
VZE, = (ki + ky* + k,2)(0°E/0u?) => verificando a equagdo. Da mesma forma para E,, E, e para os

componentes de B

Os vetores E e B sdo perpendiculares para essa solucdo pois :
VXE = (0E,/0z - OE,/0y , OE,/0x - OE4/0z , OE4/0y - OE,/0x) =>

VXE = (k,(0E,/0u) - ky(OE./0u) , k«(OE./0u) - k,(OE,/0u) , ky(OE.«/0u) - ky(OE,/0u)) =>
VXE = -(1/w)(k,(OE/0t) - ky(OE,/0t) , ky(OE./0t) - k,(OE4/0t) , ky(OEx/0t) - k(OE,/0t)) =>
VXE = (1/0)(k x 0E/0t) = (1/0)d(k x E)/ot

Pela equacdo (4) de Maxwell:
VXE = -0B/ot => -(1/o)k x E= B

Portanto B é perpendicular a E e k.

Como V.E =0:
OE,/0x + OE,/0y + OE,/0z = k«(OEx/0u) + k,(0E,/0u) + k,(0E,/0u) = 0 =>

k.0E/du = -(1/0)k.0E/dt = -(1/w)d(k.E)/dt = 0

=> O produto escalar entre k e E é constante. Qualquer componente de E na direcao do vetor k, ndao
participa do movimento ondulatério, € um valor constante.

Baseado nessas exigéncias, podemos convencionar o eixo x como a direcao de k, e uma solucao
geral para os vetores E e B sera:



E= (on R Aoyf(k.X — ot + 91) s AOZg(k.x — ot + 92))
B= (0 s -AOZg(k.X -t + 92) s Aoyf(k.x — ot + 61))
k = k(1, 0, 0)

B.E =B.k =0 - B e E sdo perpendiculares, e B além disso é perpendicular a k.

Os angulos entre as componentes z e y sdo em geral variaveis para um ponto x, determinado, por
onde a onda passa:

tan((P(E)) = (AOZ/ Aoy)g(kXO -t + 02) / f(kXO — ot + 61)
tan(y(B)) = (-Aoy/ Ao)f(kxo — ot + 81) / g(kxo — ot + 6,)

Esses angulos, sempre defasados de 90 graus, sdo chamados angulos de polarizagdo. No caso
particular em que f = g e 6, = 0, eles sdo constantes, e a onda é dita linearmente polarizada.

3.2) Efeito da mudancga de referencial

Uma diferenca, em relacdo as ondas vistas anteriomente, é que o recurso de mudanca de referencial
para “surfar” a onda ndo pode ser feito. Pela teoria da relatividade ndo ha um um observador que
viaje a velocidade da luz. E qualquer que seja a velocidade relativa entre observadores, cada um

deles percebera uma onda com a mesma velocidade c.

Entretanto, para o caso de uma onda de formato senoidal, mesmo ndo alterando sua velocidade, algo
se altera na onda com uma mudanga de referencial.

Se para um observador O a onda eletromagnética se propaga na direcdo x, e o campo elétrico oscila
na direcdo y, a onda pode ser descrita como:
E = E¢sen(kx — wt)

A funcdo retorna o mesmo valor quando o argumento é somado a 2m, o que significa que:

Para um dado t:
Se k = 2n/A => E(t,x) = E(t,x+A) => A é 0 comprimento da onda.

Para um dado x:
Se o = ke = 2nc/A => E(t,x) = E(t,t+A/c) => Mc é o periodo e c/A a frequéncia.

Resultando em
E = Egsen((2n/A)(x- ct))

Ja para um observador O’, que se desloca com velocidade v na direcao x em relacao a O, a mudanga
de referencial ndo envolve apenas x, mas também t, conforme as transformacoes de Lorentz:

X’ =y(x—vt) et’ = y(t—vx/c?) =>x = y(x’ + vt’) e t = y(t’ + vx’/c?)
A equacado fica entdo:

E,” = Egsen((2/A)y(x* + vt — c(t’ + vx’/c?)) = Egsen(((2/A)y)((1 - v/c)x’- (1 - v/c)ct’) = Egsen(((21/
V(1 - VO)(x'- ct*))

Comoy =1/ (1-v¥c)Y=1/((1+v/c)"?(1-v/c)"?)



E,” = Eosen((2/A)((1 - v/c)/(1+v/c))¥I(x’- ct’))

Como pode ser visto, a velocidade da onda eletromagnética nao se altera com a mudanga de
referencial. Mas como O’ é um referencial tdo valido como O, a equacdo da onda deve ser:

E,;’ = Eosen((2/A7)(x’- ct’))

Logo o comprimento de onda se altera:
N = AN(1+v/c)/(1-v/c)) M

Para O, se v> 0, O’ esta seguindo na mesma direcao da onda. Nesse caso o comprimento de onda
aumenta. Se v < 0, o comprimento de onda diminui.

Na verdade, um efeito semelhante acontece com as ondas do mar, se substituirmos o surfista por
alguém nadando transversalmente as ondas. Mesmo que ndo consiga atingir a velocidade das ondas,
se o nadador vai no mesmo sentido, o intervalo de tempo entre cristas sucessivas aumenta. Se vai no
sentido contrario ele diminui. Sé que o efeito é apenas no periodo das oscilacdes percebidas, o
comprimento da onda ndo muda.

No caso das ondas eletromagnéticas, esse periodo também muda, pois na equacao:
Ey = E¢sen((2/A)(x- ct)),

para um mesmo ponto X = Xo, o0 valor de E, parat =0 é:
Eosen((2m/A)xo)

E quando t = Mc:
Eosen((2m/A)(xo- A)) = Eosen((2m/A)(x0) — 21) = Egsen((21/A)xo)

Portanto esse é o periodo entre mesmos valores de amplitude num dado ponto. Como a mudanca de
referencial afeta o valor de A, também afeta o periodo na mesma proporgao.

3.3) Energia e momento de uma onda plana

Uma carga q, sob o efeito combinado dos campos elétrico e magnético de uma onda plana, é sujeito
a forca de Lorentz:
F =q(E + vxB)

e a onda perde uma parte de sua energia exercendo um trabalho sobre a carga. Para um pequeno
deslocamento Ax essa perda é:
AW = -q(E + vxB).Ax

Convencionando o vetor k na dire¢dao x, como o campo magnético é perpendicular a k, ndo ha
componentes de B na direcdo x e a expressao acima aberta em seus componentes fica:

AW = -q((Ex,E,E,) + (vyB, - v.By, -viB, , viBy)).(AX,Ay,Az) =
-q(ExAx + (vyB, - v,By)Ax + (Ey; — viB,)Ay + (E,+ vB,)Az)

Dividindo ambos os lados pelo volume e por um pequeno intervalo de tempo, obtém-se a perda de
energia por unidade de volume e tempo:



(AW /AL) = -q(ExAX/At + (vyB, - v,B,)Ax/At + (Ey — v,B,)Ay/At + (E, + viBy)Az/At) /AxAyAz

Tomando o limite quando os intervalos de tempo e volume tendem a zero:
OW,/dt = -p(Exvyx + vivyB, - viv,By + Eyvy — vv,B, + E,v, + v,v,B,) =>

Os componentes de B se anulam, s6 E exerce trabalho sobre as cargas.
oW, /dt = -p(Exvx+ Eyvy + E,v,) = -pv.E

onde p é a densidade de carga.

O produto pv = j é a densidade de corrente.
oW,/dt = -j.E (5)

E possivel obter, a partir de um campo eletromagnético genérico, outra expressao que também
relacione a poténcia por unidade de volume ao termo j.E:

Fazendo o produto escalar da equagdo (3) de Maxwell por E e (4) por B:

E.VxB = poEoE.aE/at = poE.j + (1/2)},[0806(E.E)/at
B.VxE = -B.0B/0t = -(1/2)d(B.B)/dt

Subtraindo as equacoes:
E.VxB — B.VXE = [oE.j + (1/2)(pog00E?*/0t + 0B?/0t)

O lado esquerdo pode ser condensado em:
-V.(ExB), pois:

V.(E,B.- E.By, E.B.— E.B,, E.B,—E,B,) =

= 0(EyB,— E,By) + 0y(E,By— E,B;) + 0,(E.By— E,B,) =

= B,0\E,+E,0,B, -B0,E, —E,0,B,+B0,E,+E,0,B, -B,0,E«—E.0,B, +B,0,E. +E.0,B, -B.0,E, —E,0,Bx
= B«(0yE, - 0,E,)*+By(0,Ex- 0xE,)+By(0:Ey - 0yE.)+E«(0.By - 0yB,)+E(0xB. - 0.B.)+E,(9,B«- 0xBy)
=B.(VxE) - E.(VxE)

Substituindo e rearranjando os termos:
(1/2)(g00E*/0t + (1/p10)0B*/0t) = -(1/110)V.(EXB) - E.j

Portanto, comparando (5) e (6):
(1/2)(0(g0 E* + (1/po)B?)/0t) = -(1/p10)V.(EXB) + 0W,/dt @)

A interpretacdo de (7) é que num pequeno intervalo de tempo da passagem da onda por uma regiao
do espaco, a variacdo da energia do campo eletromagnético ali presente é a soma do trabalho
exercido sobre cargas eventualmente existentes mais o fluxo de energia para fora da regido, ou seja
da energia que segue levada pela onda.

A energia da onda eletromagnética por unidade de volume é entdo:
(1/2)(e0 E* + (1/110)B?)



O termo:
S = (1/po)ExB

é chamado vetor de Poynting, sendo o momento da onda eletromagnética. Para isso entretanto, as
defini¢oes de momento e energia como:
p=mv e E = p%(2m)

devem ser substituidos pelas expressoes relativisticas. A divergéncia do momento se revela como
um fluxo de energia. A demonstracao disso € feita a seguir.

3.4) Momento e fluxo de energia

Vamos modelar um sistema constituido por um fluido em movimento. Pode ser compressivel mas é
irrotacional, de modo que numa por¢do pequena o suficiente, seu fluxo tenha uma direcdo definida.
Nas vizinhangas de um determinado ponto, suponha-se uma caixa virtual com arestas Aa, Ab, Ac. E
0s eixos sdo orientados de forma que a velocidade do fluido esteja na direcdo perpendicular as faces
definidas por Ab e Ac.

A energia relativistica por unidade de volume do fluido é:
E=yp

O fluxo de energia que atravessa uma das faces AbAc é:
OFg /0t = yp(da/ot)AbAc = ypvAbAc

Pela face oposta também passa um fluxo de energia:
oFk /0t = y’p’v’ AbAc

A variacdo de energia na caixa por unidade de tempo é:
oE/ot = (y’p’V’ - ypv)AbAC

Dividindo-se por AaAbAc obtém-se a variacdo de energia por unidade de tempo e volume:
OE./ot = (Y’ p'V’ - ypv)/Aa

Quando os deltas tendem a zero:
oE./ot = 0(pyv)/oa

Fazendo a derivada de produto, e lembrando que y é uma fungao de v:
OE,/0t = yvop/oa + pd(yv)/da = yvop/da + p(yov/da + voy/0a)

Mas:
dy/da = (dy/av)(dv/da) = vy*(dv/da) =>

OE./0t = yvop/da + py(dv/da)(1 + v*y?) = yvop/da + py>(dv/da)

No primeiro termo, dp/da € uma derivada direcional, e para um vetor unitario na direcéo a:
dp/oa = Vp.(a/a)

Como v tem a mesma direcdo de a:
ala=vlv=>

oE./ot = yvVp.(v/v) + py*(0v/0a) = yv.Vp + py*(0v/da)



Para o segundo termo, estamos considerando uma direcdo definida de velocidade, perpendicular a
face AbAc. Para um sistema de coordenadas com essa orientacdo, a derivada dv/da é também a
divergéncia do vetor velocidade. Como a divergéncia é invariante por rotagao de coordenadas:
ov/da=V.v

Portanto:
oE./ot = yv.Vp + y’pV.v

Por sua vez 0 momento relativistico por unidade de volume é:
P =ypv

A divergéncia do momento por unidade de volume é:
V.p = V.(ypv) = o(ypvx)/0x + d(ypVvy)/dy + d(ypv.)/0z

Expandindo a primeira componente:
A(YpVx)/0X = (yvx)0p/0x + po(yvx)/ox

Como 9(yvy)/9x = y*(0vy/0x) =>
A(YpVx)/0x = (Yvx)dp/ox + py*(0v,/0x)

Analogamente para os demais, resultando em:
V.p = (YVx)0p/0x + py*(0vx/0X) + (yvy)0p/dy + py*(0vy/dy) + (yv,)0p/dz + py*(0v,/0z) =>

V.p = yv.Vp + y’pV.v

Portanto a variagdo de energia por unidade de volume € igual a divergéncia do momento.



