Coordenadas polares e relatividade

As coordenadas de Minkowski usam para as 4 dimensoes da relatividade restrita, um instrumental
algébrico bem semelhante as coordenadas cartesianas. A relatividade restrita pressupde auséncia de
gravidade, e qualquer referencial inercial é igualmente valido. Entretanto, assim como é possivel
mapear o mesmo espaco usando coordenadas polares em vez de cartesianas, também é possivel
descrever o espaco-tempo modificando as coordenadas de Minkowski por meio de uma matematica
similar a das coordenadas polares. Mas algumas coisas mudam fisicamente nesse caso.

1) Distancias entre pontos em coordenadas cartesianas e polares no plano

Em coordenadas cartesianas no plano, a distancia entre 2 pontos (Xi, V1) e (X2, y2) €é:
s° = [x1 — %12+ [y1 — oI

Quando a distancia entre os pontos tende a zero:
ds® = dx* + dy?

Isso é o produto escalar do vetor infinitesimal [dx , dy] por ele mesmo.
No caso de coordenadas polares no plano:
s? = [rycos(a) — rocos(o)]* + [risen(ay) — rosen(o,)]?
s = 112 cos? (o) + 127 cos? (o) + 112 sen” (o) + 122 sen” (o) — 2ryr2c0s(a;)cos(ar) —2rir;sen(a;)sen(or,)
s? = 12 + 12— 2riry(cos(o;)cos(ar) + sen(oy)sen(az)) = 1% + 12— 2rr,cos(ag - o)
Transformando as variaveis: r, =rer;=r + Ar, 04— = Ax
s? = (r + Ar)> + r*— 2(r + Ar)rcos(Aa) = 2r*+ 2rAr + Ar*- 2r°cos(Aa) — 2rArcos(Ax)
Quando Ar e Ax sdo muito pequenos, ou seja quando s é muito pequeno:
cos(Aa) =1 —Aa?/ 2
As* = 2r?+ 2rAr + Ar?- 2r*(1 — Ao®/ 2) — 2rAr(1 — Ao/ 2)
As® = Ar*+ r?Ao® + rArAo?®/ 2
Quando As tende a zero, pode-se descartar o termo de segunda ordem:
ds® = dr*+ r’do’
A distancia infinitesimal pode ser expressa como um produto escalar do vetor infinitesimal por ele
mesmo, desde que se redefina esse produto da forma abaixo, onde ha a intermediacdo de uma
matriz, chamada de tensor métrico:
1 0 dr

ds’=dr da * *
0 r’ da



No caso de coordenadas cartesianas o tensor métrico é a identidade:

1 0 dx
ds’=dx dy * *
0 1 dy

2) Distancia entre pontos no espaco-tempo de Minkowski da relatividade restrita

Na teoria da relatividade restrita, um evento ocorrido num tempo t e distancia d para um referencial
inercial, tem valores diferentes para o observador que se desloca em relagao a ele com velocidade
constante, e na mesma direcdo da distancia entre eles. Supondo que os rel6gios sejam sincronizados
na origem (t =t’ = 0 para d = d’ = 0), as coordenadas seguem as transformacoes de Lorentz:

t'=(t—vd)/(1-v)"?
&= (d=vi)/ (1 - V30

Nas equacoes acima usa-se unidades em que a velocidade da luz = 1.
Subtraindo os quadrados das equacodes:

2 —d? = (+ v2d>=2vdt) / (1 = v?) - (d*+ v*t* = 2vdt) / (1 = v?)
2 —d?= (P4 vd*- d>=vit) /(1 -V

P2—d?= (- R=VAE-d)) /(1 =)

t’z_ d’2 — t2 _ dZ

Para 2 eventos, as transformacdes de Lorentz de cada um sao:

t’l = (t1 — le) / (1 - VZ)(I/Z) t’z = (tz — de) / (1 — V2)(1/2)
d’l = (d1 — th) / (1 - V2)(1/2) d’z = (dz — Vtz) / (1 - VZ)(I/Z)

O intervalo de tempo entre 2 eventos no referencial com velocidade v é:

AC?— Ad?= [(t1 - le) / (1 - V2)(1/2) - (tz - de) / (1 - V2)(1/2)]2_ [(dl — th) / (1 - V2)(1/2) - (dz — Vtz) /
(1 _ V2)(1/2)]2

AP? = Ad? = [(At = vAd) / (1 = V3PP [(Ad = VAL) / (1 = V212

At? = [(A + v Ad?- 2AtvAd ) — (Ad? + V2 At - 2AtvAd]/ (1 = v?)

AP? = Ad? = [(AP — AdY) - V2 (AE - Ad)]/ (1 =v?) = AP — Ad?

Av?— Ad? = At - Ad?

Essa diferenca € portanto uma invariante no espaco-tempo, de forma andloga a distincia entre 2
pontos no caso de mudangas de coordenadas no espaco. SO que pode ser positiva ou negativa.

Primeiro vamos examinar o caso em que € positiva.

Por exemplo, uma nave viaja entre a terra e alfa centauri, a 4 anos luz de distancia. Suponhamos que
haja uma base terrestre num planeta que orbita essa estrela, e seu calendario seja sincronizado com o
da terra. Depois de 8 anos hd um sinal enviado por essa base.

No referencial da terra, as coordenadas do evento sdo t; =8, d; =4

Cinco anos depois disso, outro sinal é enviado, agora a partir da terra



No mesmo referencial da terra, as coordenadas do segundo evento sdo t; =13, d> =0
AT = At — Ad’= (b—t1)*— (d2—d1)’=25-16=9

Para que uma nave presencie os 2 eventos, deve partir de alpha centauri no primeiro evento e viajar
para a terra com a velocidade v = Ad/At = (4/5) (anos-luz)/ano;

Nesse caso, no referencial da nave, Ad’ = 0, ja que ambos os eventos ocorrem para d’ = 0. Afinal, do
ponto de vista da nave, alfa centauri se afastou, enquanto a terra se aproximou. Ela ficou parada.

A=A~ Ad?*=9 => At = At =3 anos

O tempo proprio corresponde a nossa ideia intutiva de tempo, sendo o intervalo decorrido entre
eventos locais, onde estd o calendario e/ou reldgio, no caso a nave.

Agora vejamos exemplos em que é negativa.

Nesse caso em vez do tempo proprio, trabalha-se com a distancia no espago-tempo, que é a mesma
expressao com sinal trocado.

As? = Ad*- At?

No exemplo anterior isso acontece se por exemplo o sinal enviado pela terra, correspondente ao
segundo evento, ocorrer 3 anos depois do primeiro, em vez de 5.

As? = -AT = Ad® — A2 = (do— d1)*- (L— )2 =16 -9 =7

Niao ha como uma nave fazer o trajeto entre esses eventos, pois sua velocidade deveria ser v = Ad/At =
4/3 anos luz/ano => maior que a velocidade da luz.

Entretanto é possivel escolher um referencial em que os eventos que ocorreram com uma defasagem
de 3 anos, sejam para ele simultaneos! Basta exigir que t;’—t;" =0

As*= (d’—dy)*-0=7=>Ad = 2,65 anos luz.

Usando a transformacdo de Lorentz para t’ e tomando o instante do primeiro sinal como zero dos
tempos, encontramos a velocidade necessaria para tornar esses eventos simultaneos em seu

referencial:
t'=(t—vd)/ (1 -v)"=>0=(3-4v)/(1 = v)"=>v = 3/4 (anos luz)/ano

Verificando para d’:
d=(d-vt)/ (1 =v)"=>d"=(4-3(3/4)) / (1 - (3/4)")"> = 2,65 anos luz

Essa distancia entre pontos do espaco-tempo, feita a0 mesmo tempo, torna-se simplesmente uma
distancia no espaco, e € chamada de distancia propria.

De forma anéloga as coordenadas cartesianas e polares, hd um tensor métrico para as distancias
espaco-temporais.

Extendendo as coordenadas coordenadas cartesianas para 3D:

Ad*= Ax*+ Ay* + Az*=>

As* = -At* + Ax*+ Ay* + Az’



Para dois eventos infinitamente proximos:
ds® = -dt* + dx*+ dy*+ dz?

O que pode ser escrito em forma matricial de forma andloga a distancia entre pontos em
coordenadas cartesianas:

-1 0 0 0 dt

0 1 0 0 dx
ds’= dt dx dy dz * *

o 0 1 0 dy

0 0 0 1 dz

Essa matriz caracteriza a métrica de Minkowski da relatividade restrita.

Até aqui todos os deslocamentos pressupoem velocidade constante. Entretanto a relatividade restrita
ndo é tdo restrita assim, e suporta referenciais acelerados.

3) Referencial com aceleracdo propria constante

Suponhamos um referencial ndo inercial R, onde qualquer objeto adquire movimento uniformente
acelerado em relacdo a ele, uma vez que possa se deslocar livremente. Essa condi¢do simula o que
ocorre com a aceleracdo da gravidade na superficie da terra, quando para baixas alturas g é
considerado constante. R € dito referencial com aceleracdo propria constante. A trajetdria de R no
espaco-tempo pode ser analisada a partir de qualquer referencial inercial O;.

X =[Xo, X1, Xy, X3] =[t, x,y,z] échamado 4-vetor da posicdo de R no espaco-tempo.

Embora as componentes do vetor mudem, para qualquer O; o valor de [X|*= s* = -t* + x* + y*+ z?é
invariante.

Como t, x, y e z mudam conforme as tranformacGes de Lorentz para diferentes O;, as componentes
da velocidade (dx/dt , dy/dt , dz/dt) também sdo em geral diferentes para cada um deles. Mas
derivando-se os 4 componentes de X em relacdo ao invariante t, obtém-se uma relacao definida
entre eles, seja qual for a escolha de O; como sera mostrado a seguir:

U = [dv/dt, dx/dt, dy/dt , dz/dt]
Para calcular dt/dt, parte-se da definicdo de tempo proprio, agora com 3 componentes espaciais:

AT = AP — AX*— Ay*— AZ?
At = (A — AX*— Ay*— AzH)P?

Claro que para isso At*> 0, sendo ndo é uma trajetéria possivel no espago-tempo.

dvdt = (AP — AX*— Ay*— Az>)PD[At - Ax(dx/dt) - Ay(dy/dt) - Az(dz/dt)]
dvdt = [At - viAX - vyAy — v,Az]/At

dv/dt = [AVAT - vi(Ax/At)(A/AT) - vy(Ay/At)(A/AT) — v,(Az/At)(A/AT)]
dvdt = AVAT[1 - vi(Ax/At) — vy(Ay/At) — v(Az/At)]



Quando os delta tendem a zero, mesmo se as velocidades nao forem constantes:
AX/At -> vy, Ay/At-> vy, Az/At-> v,

dv/dt = dvdt[1 - v’ - vy* = v,°]
dvdt = dv/drt[1 — v?]

1/(dvdr) = dydt[1 - v?]
dt/dt=1/[1-v*]%?

O 4-vetor da velocidade no espago-tempo nao deve ser confundido com a velocidade no sentido
usual, embora seja funcao desta.

U=[Up, U, Uy Us] =[1/(1 = v vi/(1 = v vy/(1 = v v, /(1 — v*) D]

Note-se que as componentes desse vetor sdo diferentes para cada O, (ja que v é uma funcdo do
referencial escolhido) e também de T (ja que R é um referencial acelerado). Quando a velocidade é
muito menor que a da luz (v <<1), ou seja, quando selecionamos um O; préximo da velocidade de
R, as componente espaciais se reduzem a vy, Vy, V,.

O modulo de U, como o de X, ndo varia com a mudanca de referenciais inerciais:
|U|2: -[J()2 + U12 + U22+ U32: -

E além disso ele é sempre o mesmo! Nao depende das coordenadas do espago-tempo como no vetor
posicao.

A derivacdo dos 4-vetores para a posicao e velocidade, tem uma f4cil visualizacdo geométrica, em
que o tempo € associado ao eixo de simetria de um cone, com angulo do vértice de 45°. O eixo x é
perpendicular a esse eixo, e ha um eixo 1 perpendicular a ambos.

A equacgdo do cone:
X+v=t

Para cada valor de 1, o resultado da intercessao de um plano paralelo ao plano xt em t é uma
hipérbole:
2_x2=12

A equacdo de um plano N, normal a xt e passando pela origem, com inclinacdo v.
Xx-vt=0

Os pontos x e t de intercessao entre o plano N e a hipérbole, em funcdo de T e v:
= C-ve=>1v=>01-v)=t=1/(1-v)"?
= (x/V)=x*=> 1= ANV -1x*=>x=vt/ (1 -v)"?

Considerando velocidade constante:
dvdt=1/(1-v?)"?
dx/dt=v /(1 -v)®?



Para a obter o 4-vetor da aceleracdo, deriva-se novamente cada componente de U em relacdo a T:

d(1/ (1 =v?)™) /dt = [d(1/ (1 —v)*?)/ dil[dvdr]
d(1/ (1 =vHP)/drt = [Zvi(dvy/dt) / (1 = vH)ED][1 / (1 - vH)P?)]
d(1/ (1 =v)3) /dt = Zvy(dvy/dt) / (1 = v¥)*= v.(dv/dt) / (1 — v?)?

d(vi/(1 = v)Y) / dt = vivi(dv/dt) / (1 — v*)*+ (dv/dt)(dv/dr)/(1 — vH)P?
d(vi/(1 = v)™) / dt = viv.(dv/dt) / (1 — v?)* + (dvi/db)/(1 — v?)
d(vi/(1 =vHY?) /dt =1/ (1 = v?) [ viv.(dv/dt) /(1 — v?) + (dvi/dt)]

Para satisfazer a hipotese de aceleracdo constante, tanto sua magnitude como sua direcao, medidas
nesse referencial R ndo devem se alterar. S6 ha uma situacdo que satisfaz essas exigéncias sem
envolver rotacdo do referencial: a velocidade estd na mesma direcdao da aceleracao (v.(dv/dt) =
v(dv/dt)).

Listando os componentes da velocidade e aceleracdo, e usando v.(dv/dt) = v(dv/dt):

Uo=1/(1—-v?)"?
U= vy/(1 = v3)*?
Uy = vy/(1 — vH)?
Us=v,/(1 - v)@?

Ag=va/(1-v?»?

Ai=1/(1 -V [ vev(dv/dt) /(1 —v?) + (dvy/dt)]
Ay=1/(1 =V [ vyv(dv/dt) /(1 —v?) + (dvy/dt)]
As=1/(1 -V [ v,v(dv/dt) /(1 —v?) + (dv,/dt)]

Al =11/ =v)vi(v(dv/de)) /(1 — v*)* + 2 v(dv/dt)vx(dvy/dt)/(1 — v?) + (dv,/dt)?]
A2=[1/ (1 = VIV (V@A) /(1 — v22 + 2 v(dv/dt)vy(dv, /do)/(1 — v2) + (dv, /dt)’]
AP =11/ = v’ vA(v(dv/dt))* /(1 — v¥)* + 2 v(dv/dt)v,(dv,/dt)/(1 — v*) + (dv,/dt)*]

AP+ A7+ AP =[1/(1 - v ][V(v(dv/dt))*/(1 — v*)* + 2(v(dv/dt))*/(1 — v?) + (dv/dt)*]
A2+ A2+ AL = [(dv/de? / (1 — vV = VAL =v2) +2) + 1]

AP+ A7+ AZ = ((dv/dt)? / (1 = vHH(V2 - V) + (1 = v

A12 + A22 + A32 = (dV/dt)2 / (1 — V2)4

|A|2: -A02+A12+A22+A32

|A]*= -(v(dv/dt))*/(1 — v*)* + (dv/dt)* / (1 — v?)*
IAP = (@v/dtX(1 = v?)'(- v2 + 1)

AP = (dv/dt)/ (1 — v2)

Note-se que:
|APUq* = (dv/dt)*/ (1 — v?)*

Além disso:

AP+ A7+ AP =[1/(1 - v)?I[(v*(dv/de)*)/(1 — v)A(2 - v?) + (dv/dt)?]
A2+ A2+ AL = [(dv/deY / (1 — vIVAL —v22 - v2) + 1]

AP+ A7+ AZ=[(dv/dt)? / (1 = v)][(2 - vV)V/(1 = v?)* + 1]

A2+ AR+ AZ=[(dv/dt)® / (1 = v)UII2 - vIVE + 1 - 2v2 + V]

Alz + A22 + A32 = [(dV/dt)2 / (1 — V2)4]



Portanto:
|A|2U02:A12+A22+A32

Por outro lado:
A’ = (V(dv/dt)?) / (1 - vH*

Além disso:
U12+ U22 + U32: V2 / (1 — V2)

Logo:
Ao’ = [AP[U2+ U + Uy’

Como A, = dU,/dt, temos um sistema com 2 equacgoes diferenciais:

|1A|2U02 = (d[Jl/dT)2 + (dUz/dT)2 + (dU3/dT)2
(dUo/d"[)2 = |A|2[U12 + U22 + U32]

Como a velocidade e a aceleracdo de R estdo na mesma dire¢dao, podemos tornar o problema
unidimensional. Escolhendo x como a diregdo de deslocamento, as equacdes acima se tornam:

(d[J()/dT)2 = |A|2U12
|A|2U02 = (dUl/dT)z

Para um observador inercial O;, momentaneamente parado em relagao a R, v=0=>
|A]*= (dv/dt)* ja que o termo 1/ (1 —v?)®*=1).

Como esse valor é suposto por hipotese constante ao longo do tempo:
|A]*= (dv/dt)*/ (1 = v?)? = a, onde “a” é uma constante, correspondente a aceleragdo em R.

dUo/dT = aU1
dUl/dT = an

Derivando a primeira equagao e substituindo na segunda:
dzUo / de = aZUo

Com a solucdo:
Up = cosh(at) + constantel

Derivando a segunda equagao e substituindo na primeira:
dzUl / de = a2U1

Com a solucgdo:
U, = senh(at) + constante2

Como U, =dX,/dt:

dXe/dt = dt/dt= cosh(at) + constantel =>t = (1/a)senh(at) + (constantel)t + constante3
dXi/dt = dx/dt = senh(at) + constante2 => x = (1/a)cosh(at) + (constante2)t + constante4

Nessas equacoes a velocidade da luz é unitaria. Para dar um exemplo numérico com unidades do SI,
€ necessario introduzi-la explicitamente, adequando a consisténcia dimensional:



t = (c/g)senh((g/c)1)
x = (c¥/g)cosh((g/c)1) — c¥/g

onde assumimos t, X, dt/dt e vy = 0 para 1 = 0.

Para um foguete partindo dessas condi¢0es iniciais, com aceleracdo constante igual a gravidade
terrestre, a medida em que sua velocidade cresce, a diferenca entre o tempo medido no referencial
do foguete e num referencial inercial é maior. Ap6s 1 ano (medido no rel6gio dos tripulantes) com
aceleracdo g, o foguete percorre:

x = (c*/g)cosh((g/c)1) — c*/g = 5,32 x 10A15m ou 0,56 anos luz (distdncia medida por um referencial
inercial).

J& o tempo, medido por esse mesmo referencial inercial é:
t = (c/g)senh((g/c)t) = 1,18 anos ou cerca de 14 meses.

Voltando as equacoes com velocidade da luz = 1, zerando todas as constantes, e substraindo os
quadrados:

x* — t* = (1/a)’*cosh*(B) - (1/a)*senh*(B) = (1/a)?

Essa equagdo define uma trajetoria hiperbdlica do referencial R. A hipérbole cruza o eixo horizontal
num ponto tanto maior quanto menor a aceleragao.

4) Conjunto de referenciais acelerados

(=]

Se considerarmos uma familia de referenciais R, cada um com uma aceleragdo, “a” se torna uma
variavel. Fazemos entdao uma substitui¢ao de variaveis:

p=1/ae B =art,
obtendo expressoes semelhantes as coordenadas polares no plano xy.

x = pcosh(f3)
t = psenh(p)

Podemos imaginar por exemplo um comboio de naves em fila, que para t = 0 tivessem sua distancia
relativa conforme as intercessdes das hipérboles no eixo x. Cada uma seguiria com sua aceleracdo, e
suas coordenadas evoluiriam no tempo segundo as respectivas hipérboles.

A variavel 3 é uma funcdo da velocidade instantanea de cada referencial acelerado.

v = dx/dt = d(cosh(at))/d(senh(at)) = [d(cosh(at))/dt][1/d(senh(aT))/dT] = senh(at)/cosh(at) =
tanh(at) => 3 = arctanh(v)

Como se pode ver, tanh(f3) varia no intervalo (-1 e 1) como seria de se esperar para v. Ja 3 varia no
intervalo (-c0 , +00).

Em coordenadas polares (r, a) no plano, as curvas de nivel para r constante sdo circulos centrados
na origem. As de angulo constante sao retas passando pela origem.



Familia de referenciais acelerados
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Em coordenadas polares relativisticas de 2 dimensdes (p, [), as curvas de nivel para p constante sao
hipérboles:

x? — t? = p’cosh?(B) - p*senh*(p) = p?

Na figura acima, sdo mostrados 3 desses referenciais, com aceleracdes de (1/2)g, g e 2g. Note-se
que para a maior aceleracéo, a curva tende mais rapido a assintota, ou seja a velocidade da luz. A
medida em que as hipérboles cortam o eixo x mais proximo da origem, cresce a sua aceleragao.
Tanto a origem como a reta a 45° (x = t) sdo chamados de horizonte de eventos. Qualquer objeto
acima dessa fronteira é inacessivel aos referenciais acelerados.

As curvas de nivel de 3 = at constante sdo retas passando pela origem, cujo coeficiente angular é a
velocidade de algum referencial acelerado num dado tempo:

x = pcosh(B) = pki
t = psenh(f) = pk.

t/x = ko/k; = tanh(at) => t = [tanh(aT)]x =>t=vxout—vx =0
Se lembrarmos da transformacdo de Lorentz para o tempo:

= (t-vx)/(1-v)"

vemos que esses sdo pontos de t” = 0. Correspondem ao lugar geométrico dos pontos simultaneos, para
algum referencial inercial com velocidade constante v. Como todos estdo com velocidade v, estao
parados em relacdo ao referencial [t , X’]. A mesma figura representada acima para um referencial
inercial Oy, se repete para o referencial O, indicado pela reta, com a mesma distancia entre as
hipérboles.

O fato de que referenciais com aceleracdes diferentes mantenham a distancia entre si ndo é
intuitivo. Estamos acostumados com uma dependéncia parabélica entre espaco e tempo para o
movimento uniformemente acelerado no contexto ndo relativistico (x = X, + vot + (1/2)at?). E nesse
caso é claro que as distancias iniciais entre corpos igualmente acelerados se preservam:



t=0=> XA(O) = Xpa € XB(O) = XoB
t=1t=> xa(t) = Xoa+ Vot + (1/2)at’e xp(t) = Xop + Vot + (1/2)at?

Para a mesma velocidade inicial v,, a diferenca x,— Xg se mantém.
Mas a relatividade mostra que isso é uma aproximacao de uma dependencia hiperbdlica:
X == 7 => x = (¢ + p)19=> x = p(1+ (Up))'= (Va)(1 + (a)"?

Quando a aceleracao é baixa e/ou persiste por pouco tempo, a expressao pode ser aproximada pelos
primeiros termos da série de Taylor:

x(u) = (V/a)( + (u)*)*?

x(u) = (1/a){1 + (1/2)A+)*) " u)jou + (1/2)[(-1/2)(1+()*)**2u*) + (1+()*)]Jo(u)*}
x(u) = (1/a){1 + (1/2)(u)*} =>

x(t) =x(u(t)) = (1/a){1 + (1/2)(at)* }=> x(t) = 1/a + (1/2)at®

Evidenciando a aproximacado parabdlica.
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O grafico acima mostra a diferenca para um foguete com aceleracao g. Em vermelho a trajetoria do
foguete nos primeiros 15 dias. Em azul a trajetoria parabolica prevista pela cinematica nao
relativistica.

Para 2 eventos no mesmo referencial inercial:

AS* =[x — Xo]*- [t — t]?

As* = [picosh(B:) — p2cosh(PB2)]* - [pisenh(B:) — p.senh(B2)]

As? = p,*cosh?(B:) + p2°cosh?(By) - pi°senh? (B:) — po*senh?(B.) — 2pip2[cosh(B:)cosh(pz) —
senh([3;)senh(f3,)]

As® = pi* + p,* — 2pipacosh(Bi-B2)

Quando os eventos forem bem préximos, com p, = p, p1= p + Ap, Bi-B2=AB e cosh(AB) =1+
AB?/2

As®* = (p + Ap)* + p*—2(p + Ap)p(1 + AP*/2)
As® = p? + Ap? + 2pAp + p?—2(p* + pAp)(1 + AB*/2)
As® = p? + Ap* + 2pAp + p*—2(p* + pAp) - 2(p° + pAp)AB?/2)



As* = Ap® - (p* AP* + pApAP?)

Quando o intervalo tende a zero, o diferencial de ordem superior desaparece:
ds? = dp? - p*dp?

Revelando uma métrica similar a das coordenadas polares no plano xy:

1 0 dp
ds’=dp dp * o
0 -p? dp

Assim como as coordenadas polares circulares [r, 8] representam o mesmo plano [x , y] descrito
pelas coordenadas cartesianas, as coordenadas polares hiperbélicas [p , ] descrevem o mesmo
espaco tempo [x, t]. Mas a mudanca de coordenadas tem aqui um sentido fisico.

Quando se usa x e t para descrever as trajetorias dos referenciais acelerados, seus valores dependem
de qual observador inercial é escolhido como referéncia. Ja p e 3 sdo variaveis intrinsecas aos
referenciais acelerados. Usando como exemplo uma fila de naves aceleradas:

4.1) E sempre possivel supor um observador inercial que monitora a vinda das naves em sua
direcdo. Quando elas estiverem momentaneamente paradas em seu referencial embarca na mais
proxima. Experimentara entdao uma mudanca de coordenadas, de Minkowski para polares.

4.2) Uma vez numa das naves, ele sabe sua aceleracao, pois basta medir o tempo e distancia de
queda de um objeto na nave. Os mesmo para os tripulantes das outras naves. Com isso sabem a
distancia ao horizonte de eventos, pois p = 1/a.

4.3) Pelo intervalo de tempo de seu relégio (At), calcula AB = aAr.

4.4) A medida da distancia para outra nave difere da feita num referencial inercial, no sentido em
que os relégios ndo estardo sincronizados. A que estiver mais longe do horizonte de eventos tera um
AT maior. Mas sua aceleracdo sera menor na mesma propor¢ao, e o valor de {3 serd o0 mesmo. Com
isso a distancia Ap entre naves ndo varia com o tempo.

4.5) Se o viajante sair fora de sua nave, volta a ser um referencial inercial. Ele tera feito uma
mudanca de coordenadas polares para as de Minkowski. Mas nao podera mais reverter a mudanca a
ndo ser sendo atropelado, pois as naves que passarao por ele terdo velocidades cada vez maiores até
ele finalmente cruzar o horizonte de eventos.



