Plano infinito
Supondo inicialmente a métrica geral, com velocidade da luz = 1:
dt® = -Fdt® + Gdx* + Hdy” + Jdz*

1) As fungdes g, ndo devem depender de x e y por razdes de simetria. Qualquer derivada
em relacdo a x e y deve ser zero. Além disso, G = H = constante também por simetria.
Chamamos essa constante de k,.

2) As fungdes ndo dependem do tempo. Qualquer derivada com respeito ao tempo é
zero. Assim F=F(z) e ) =J(z)

3) Solugdo no vacuo, T, = 0.

A métrica com essas restricées fica:
dt® = -F(z)dt? + k,dx® + k,dy® + J(z)dZ’
Os coeficientes da métricasdo: goo=—F gii=ky gn=k, g3=1.

Os coeficientes da inversa sdo: g*=—1/F g''= 1/k, g%= 1/k, g" =1/

Calculo dos simbolos de Christoffel:
Os simbolos de Christoffel sdo calculados a partir do tensor métrico:
FHVG: 1/2 g“}h( gkv,6+ gks,v - gvc,k)

1) Todas as derivadas em relagdo ao tempo desaparecem: g, o= 0.

2) Todos os termos fora da diagonal desaparecem g, = 0, se u#v.

3) Os simbolos sdo simétricos nos dois indices inferiores: T'*,,, =T,

4) Por causa de (2) o calculo dos simbolos, que seria um somatdrio com A variando de O a
3, s6 tem um componente ndo zero quando i = A.

5) Apenas as derivadas em relagdo a z (indice = 3) sdo diferentes de zero.

Examinando cada tipo, e usando a convencgdo de que indices latinos variam de 1 a 3. Gregos de
0a3:

:
0o _ 00 _
Moo= 1/2 8" ( 00,0+ 800.0— 8000 ) =0
r001= 1/2 goo ( 800,i+ oio— Boip) = 0 parai=le 2.
0 _ 1, 00 _
[Cos=%g" goos=(0F/0z) / (2F)
FOij =12 800 (8oij+ 80— 8io)=0

T50=%g" goos= (OF/d2) / (2F)



e
Fl00= 1/2 gn ( 8100+ 8100~ 800,1) =0
1"10]: 1/2 gll (8i0,i+ 810~ 80i1)=0

Flij =12 811 (gij+81,—8i1)=0

i
rz00 =12 822 (8200+ 8200~ 8002) =0
o= 1/2 g% 820+ 82i0— 8oi2) =0
%= 1/2 g ( 8+ 82— 8ij2) = 0
I 3VG:

r300= 1/2 833 ( 8300+ 8300~ 8oo3) = —1/2%1/J*(-0F/9z) = (0F/0z)/(2))
r301 =1/2 333 (830, + 830~ 80i3) =0
r3ij =12 833 (83ij+ 83— 8i3)=0paraij=3,3

[33=1/287 (g333+ 8333~ 8333 ) = 1/2%1/1%(9)/92) = (3/92)/(2))

Tensor de Ricci:

Ruw= RBHVB = FBHB,V - Fﬁuv,ﬁ + rauﬁrﬁav - rauvrﬁaﬁ =

0y = Tlo+ Tl oy = T4 o0+ Tty = Tl + T o = Tl o +
Doy = Do+ Tl = T + Ty = Ta + Tl = T
Se u=v: (e usando o fato de que o tensor é simétrico)

v =0,1 => Sobra apenas r“uﬁr%w eparacef=00u3:=0

w,v =0,2 => Sobra apenas F“HBF%V, eparaaef=00u3:=0



w,v =0,3 => Sobra apenas F“HBF%V, eparaaef=00u3:=0
w,v = 1,2 => Sobra apenas r“uﬁr%w eparaaef=3: F313F332= 0
w,v =1,3 => Sobra apenas F“HBF%V, eparacef=3: PaP=0

v =2,3 => Sobra apenas r“uﬁr%w eparaaef=3: F323F333 =0

Portanto restam os termos da diagonal:

v =0,0=>

— o3+ Ll00— ool 53 =

—0((0F/0z)/(2)))/0z + (0F/z) / (2F)* (9F/02)/(2)) - (OF/0z)/(21)* (81/02)/(2)) =
-(F7/(20) = 1/(1°)F' V) + F2 [ (4F)) = F'Y [ (4%) = -F"/(2)) + P’ /(20%) + B2 [ (4F)) = ') [ (4)) =
-F7/(2)) + F1/(40%) + F2 [ (4F))

wv=11=>0

v =22=>0

v =33=>

[0 + T30l 03— T30 + T35 — gz + Dysly— Myl =

O((0F/2) / (2F))/ 0z + ((OF/d2) / (2F))* - (31/d2)/(21)*(9F/d2) / (2F)

F”’/(2F) - F'2/(2F%) + F’2/(4F%) — F'YJ(4F)) = F”’/(2F) - F"*/(4F%) - F'J’/(4F))

O escalar de Ricci R = g"Roo+ ' 'Ri1+ §7°Rpy + 8 Raz =

-1/F(-F7/(21) + F'Y[(83%) + F2 [ (4F))) + 1/)(F"/(2F) - F/(4F%) - F'Y'/(4F))) =

F”/(JF) - F'Y/(2F)%) - F'% [ (2F%))

Usando o tensor de Einstein = 0:

Roo— 1/2800R = 0 => -F"/(2J) + F'V/(4%) + F'* [ (4FJ) = 1/2(-F)*( F”/(F) - F'Y'/(2F?) - F* / (2F?)))
=0=> -F"/(2)) + F'V/(412) + F* [ (4F)) + F’/(2)) - F'V /(&)%) - F* | (4F)) =0

Ras— 1/2g33R = 0 => F"//(2F) - F'*/(4F%) - F') J(4F)) = %*J*( F”/(JF) - PV /(2FP) - F2 [ (2F)) =
F”/(2F) - F?/(4F°) - P’V /(4FJ) - F”/(2F) + F'Y/(4F)) + F* / (4F%) = 0

Como todos os termos se cancelam isso nao ajuda.



Acabamos entdao com 3 equacgdes diferenciais, 2 para o tensor de Ricci que deve ser zero no
vacuo e uma para o escalar de Ricci que também deve zerar. Essas equagdes ndo sdo
independentes, sendo combinagdes lineares se tomarmos F e J como coeficientes:

F’/(2))- F2/ (4F)) -FY/(4) =0

F”/(2F) - F*/(4F%) - F')'/(4F)) = 0

F’/UF) - F% [ (2F%) - FY/(2FP) = 0

Rearranjando para isolar o termo com segunda derivada:

F’-F?/(2F) - FY/(2))=0

Por inspecdo, F = (ko + k,z)? e J = ks, onde ko, k; € ks s30 constantes, satisfaz a equacgado:
2 ke’ = (2 ky (ko + ks2))? / (2(ko + kqi2)°) =0 =0

A métrica pode ser escrita entdo como:

AT = (ko + ky2)dt + kod’ + kody? + ksd’

Pergunta: algum termo do tensor de Riemann é diferente de zero?

R0 = T oy = [y + Tpal "y = Tyl "o

Sea, B,v,0 =1o0u2,ossimbolos de Christoffel sdo todos zero e o componente do tensor é
zero.

Sea=0:

B,y,6 =0,0,0 => R0000= FO00,0 - ro00,0 + F300F030 - 1ﬂ3001ﬂ030 =0

B,y,6=0,0,3 => Raﬁys = 1“003,0 - F000,3 + FH031“0“0 - F“001“()“3 =0

B.y,0 =0,3,0 => R%p30= ro00,3 - F003,0+ ool 53— T2 %0=0-0+0-0 =0
B,y,06=0,3,3=> F003,3 - F003,3 + F“03F°“3 - F“03F0“3 =0 cancelam 2 a 2.
B.y,8=3,0,0=> T3l 90— M3l "g0= 0

B,’Y,S = 3,0,3=> F033,0 — F030,3 + F333F030— F030r003 = —F”/(ZF) + F’Z/(4F2) + J’F'/(4FJ) =0 (é uma
das equacodes diferenciais resultantes do tensor de Ricci = 0.

B,y,0 =3,3,0=> F°30,3 - F°33,0+ %0 — T333T% = 0, é a anterior com sinal invertido.

B,y,6 = 3,3,3=> r033,3 - ro33,3 + r33.31ﬂ033 - F333F033 =0.



Sea=3
B,y,6=10,0,0 => R3000= Fsoo,o - F300,0 + F3001“330— 1"3001“330= 0

B,y,6=0,0,3 => R3By3 = r303,0 - r300,3 + T 00— Toool P = F7/(2)) - F% / (4F)) - FV/(4)%) =0 (é
uma das equacgdes diferenciais resultantes do tensor de Ricci = 0.

B,y,0 =0,3,0 => R030= F300,3 - F303,o+ ool 53— T P00 =0 (anterior com sinal trocado)
B,y,06=0,3,3=> F303,3 - F303,3 + F“03F3“3 - F“03F3“3 =0 cancelam 2 a 2.

B8 =3,0,0 => T3 00— T P0=0

B,y,0=3,03=> r333,0 - r330,3 + 1ﬂ333r330— ro30F303 =0

B,y,0=3,3,0=> r330,3 - r333,0+ FO3.01ﬂ303 - F333F330: 0

B,y,0=3,33=> F333,3 - F333,3 + 1"3331“333 - F3331“333 =0.

Todos os componentes do tensor se anulam, e portanto o espaco tempo é plano.






