Mecanica Quantica nao Relativistica

Experimentos

Ao contrario do que acontece na escala do nosso mundo cotidiano, medir algo muito
pequeno modifica o que esta sendo medido. Um exemplo é o spin de uma particula.
Um feixe de atomos eletricamente neutros (experimento de Stern-Gerlach), é desviado

a0 passar por um campo magnético nao uniforme, como ocorreria se eles fossem
pequenos magnetos. Mas em vez de haver uma distribuicao continua de direcoes de
desvio, como ocorreria no caso de pequenos magnetos macroscopicos, parte deles se
agrupa numa direcao e parte na direcao oposta. Como se sua distribuicao inicial ndo
fosse aleatéria. Mas se o campo for girado e um novo feixe for emitido, o mesmo
comportamento sera exibido, mas agora a direcao do desvio se altera seguindo a
rotacdo do campo, mostrando (como seria razoavel de se supor), que ndo ha uma
direcio preferencial no espaco para os spins (nome da propriedade da particula
associado a seu momento magnético intrinseco). A conclusio é que seja qual for a
direcao original do spin de cada 4tomo, ela é modificada no ato de identifica-la, ja que
nao ha como saber sobre o spin sem algum tipo de detetor como esse.

Vamos falar do detetor como um dispositivo que permite essa identificacdo. O
dispositivo tem um sistema de orientacado, que permite saber seu posicionamento em
relacdo as coordenadas x, y e z do laboratério. Uma particula de cada vez passa pelo
dispositivo, e este tem um mostrador com 3 valores possiveis: apagado, +1, ou -1.
Antes de cada experimento o mostrador esta apagado. Depois da passagem da
particula, dependendo de seu spin, ele assume o valor +1 ou -1. Se tivermos 2 desses
dispositivos em sequéncia com a mesma orientacdo, e se o primeiro marcar +1 apés a
passagem de uma particula, o segundo marcara também +1 apds essa particlua
também passar por ele.

Se o segundo dispositivo estiver girado em relacdo ao primeiro, em qualquer angulo,
algumas vezes marcara +1 e outras vezes -1. Nao ha valores intermediarios.

Mas embora nao se possa prever o resultado, quando o giro é bem pequeno, a
frequéncia com que o segundo dispositivo marca +1 é maior que -1.

E se o segundo dispositivo for girado de 180 graus, ele sempre marcara -1.

Ha duas situacoes deterministicas em meio a um mar de situacoes aleatérias: segundo
dispositivo com angulo zero (exibe +1) ou 180 graus (exibe -1) em relacio ao primeiro.

A seguir, veremos como tratar matematicamente esse comportamento aleatério.



Estados quanticos

Ao passar pelo primeiro dispositivo, o spin da particula esta identificado. Conhecemos
seu estado. O modo de descrever matematicamente esse estado é por uma entidade
chamada vetor de estado. Os vetores de estado podem ser adicionados entre si, ou
multiplicados por nimeros complexos, gerando outros vetores de estado.

Vamos definir o alinhamento dos dispositivos em relagdo as coordenadas do
laboratério. O eixo x é horizontal e crescente para a direita. O eixo y é a direcdo entre
os dois dispositivos, sendo crescente na direcdao do segundo. O eixo z é vertical e
crescente para cima. Cada dispositivo tem uma indicacio do seu lado “para cima”.
Inicialmente vamos alinha-los por igual, e o lado “para cima” dirigido realmente para
cima no referencial do laboratoério.

Se o primeiro dispositivo marcar +1 na passagem de uma particula, dizemos que esse
elétron esta no estado |c>, onde a letra c simboliza “para cima”. Se marcar -1, o
elétron esta no estado |b>, onde a letra b simboliza “para baixo”.

O simbolo |> para designar vetores de estado deve-se a Paul Dirac, e € chamado de
ket.

Uma particula no estado |c>, ao passar agora pelo segundo dispositivo perfeitamente
alinhado com o primeiro, mantém-se como |c>. O mesmo para uma particula no
estado |b>. Ndo ha aleatoriedade envolvida. Vamos agora associar a aleatoriedade a
nocao de componente do vetor.

Assim como um vetor no eixo x de um sistema vetorial cartesiano no plano, ndo tem
componente na direcdo vy, e vice versa, os vetores |c> e |b> ndo tem componentes na
“direcao” do outro. Direcao aqui nao no sentido espacial, apenas que nenhuma
medida registrara -1 no segundo dispositivo para uma particula no estado |c>. Ou seja,
a probabilidade disso ocorrer é zero. Também é zero a probabilidade de +1 para uma
particula no estado |b>.

Assim como no exemplo do plano cartesiano, dizemos que eles sao ortogonais. A
ortogonalidade aqui significa probabilidade zero de um resultado correspondente ao
vetor de estado oposto. Sendo ortogonais, seu produto escalar é zero. O produto
escalar desses 2 vetores de estado é representado como <b|c>. O vetor <b| é o
complexo conjugado de |b>. A designacdo <| é chamada de bra, e o simbolo <> de
braket, que é o nome desse simbolo em inglés.

Esse produto escalar zero entende-se como: nao ha probabilidade alguma de ser
medido -1 no segundo dispositivo para um vetor |c> ou +1 para um vetor |b>.

Além disso, convencionamos que sejam vetores unitarios, ou seja: <b|b> = <c|c>=1 Os
vetores |b> e |c> formam assim uma base ortonormal.



A utilidade dessa abordagem vetorial pode ser vista se girarmos o primeiro dispositivo
de 90 graus no sentido horério, sendo o eixo de giro a direcao y.

Um pequeno giro resultaria em alguns resultados -1 no segundo dispositivo, a maioria
sendo +1. Um giro perto de 180 graus resultaria na maioria dos resultados serem -1.
No caso de um giro de 90 graus, a probabilidade é igual para esses 2 valores.

Como os vetores |c> e |b> definem uma base de um espaco vetorial de estados, a
ocorréncia de aleatoriedade sugere que as particulas chegando ao segundo dispositivo
nao estao nem no estado |c> nem no estado |b>, e sim num estado formado por uma
combinacao linear entre esses vetores.

Como vimos anteriormente, as particulas sempre sao divididos em duas orientacoes
opostas ao sair de um dispositivo. Vamos designar um desses estados como |A1> =
al|c>+p1|b>, e 0outrocomo |A2>=a2|c>+p2|b>0onde al, a2, 1, B2 sdo
numeros complexos e |A1> e |A2> designam os novos vetores de estado.

|A1> e |A2> devem satisfazer alguns requisitos. Primeiro devem ser ortogonais, pois
os spins de seus elétrons sao definidos em direcdes opostas, e teriam seu valor
confirmado de uma forma deterministica se o segundo dispositivo tivesse a mesma
orientacao espacial.

Assim <A1|A2>=0=> (<c|al*+ <b|B1)DC a2|c>+ p2|b>) = 0. Efetuando o produto, e
usando o fato de que |b> e |c> sdo ortonormais: al* a2 + f1* 2 = 0.

Além disso, queremos que |Al1> e |A2> sejam unitarios, para definir uma nova base
ortonormal: <A1|A1> = <A2|A2> = 1. (<c| al* + <b|B1DC al|c>+p1|b>) =1 e (<c|a2*
+<b|p29C a2|c>+p2|b> = 1.

Assim: o1* al + B1* Bl = o2* a2 + f2* B2 = L.

Por ultimo, a probabilidade de uma particula estar com +1 ou -1 ao passar pelo
segundo dispositivo deve ser a mesma, pela simetria do problema.

Nesse caso em particular existem nimeros reais que satisfazem os requisitos,
lembrando que o complexo conjugado de um nimero real é ele mesmo.

al =1/ V2 ,Bpl =1/ V2 ,02=1/+2 ,p2=-1/+2 .

A acao do dispositivo sobre as particulas é desvia-los para cima ou para baixo
conforme seu spin. O fato do primeiro dispositivo estar com o lado “para cima” na
direcdo crescente de x, nos sugere batizar o estado |A1> como |d> correspondendo a
um desvio para a direita. E o estado |A2> como |e> correspondendo a um desvio para
a esquerda.

Resumindo:



ld>=(1/ V2 D|c>+(1/ V2 D|b>
le>=(1/ V2 D|c>-(1 1 V2 )|b>

Até agora parece muita abstracao para pouco resultado. A aplicacao vem agora
guando vamos mensurar a probabilidade do segundo dispositivo registrar +1 na
passagem de uma particula que sai no estado |d> ou |e> do primeiro dispositivo.

Mantendo a analogia com um sistema vetorial no plano cartesiano, a componente de
um vetor em um dos eixos € o produto escalar dele com a base associada a esse eixo.
Se esse vetor for unitario, o teorema de Pitagoras assegura que a soma dos quadrados
das componentes seja 1. Substituindo a palavra componente por amplitude de
probabilidade, e o quadrado do componente pelo produto dessa amplitude pelo seu
complexo conjugado calculamos a probabilidade :

P(+1) = <c|d><d|c> =<c|((1 / ¥2 d|c>+ (1 / V2 Ib>)<c|(1 [ V2 I+<b| /
V2 D|e>=[1/ V2 [1/ V2 J=1/2.

P(+1) = <c|e><e|c> =<c|((1 / V2 D|e>- [ 2 I|b>)(<c| / v2 )-<b|Q /
V2 D|e>=[117 V2 [1/ V2 ]=1/2.

De forma analoga para a probabilidade do dispositivo marcar -1:

P(-1) = <b|d><d|b> =<b|((1 / V2 )|c>+ / +2 )|b>)(xc| / +2 d)+<b|Q /
V2 MIb>=[1/ V2 [1/ V2 =1/2.

P(-1) = <b|e><e|b> =<b|((1 / V2 D]|c>- / V2 )|b>)(<c| / V2 )-<b|Q /
V2 D|b>=[1/ V2 J[1/ V2 ]=1/2.

Como o produto de um nimero complexo pelo seu conjugado é sempre um nimero
real e positivo, assegura-se que a probabilidade sera sempre real e positiva. E como
sempre se trata de produtos escalares de vetores unitarios, o resultado nunca sera
maior que 1.

Até aqui identificamos quatro possiveis estados para o spin de uma particula em
relacdo aos eixos coordenados do laboratério: spin para cima |c>, para baixo |b>, para
adireita |d>, e para a esquerda |e>. Falta ainda um par para esgotar a simetria da
situacdo: para frente |f> e para traz |t>, correspondendo a um dispositivo em que o
lado “para cima” estivesse na direcdo crescente de y.

Da mesma forma como no caso anterior, estes vetores devem ser unitarios e
ortogonais. Mas além disso, uma vez produzidos, a probabilidade de ativarem +1 ou -1
deve ser a mesma, tanto ao passar pelo segundo como pelo primeiro dispositivo.

Para satisfazer a todas essas condices, a combinacao linear definindo |f> e |t>
envolve necessariamente coeficientes complexos:



1f>=(1/ V2 )c>+(i/ V2 )|b>
[t>=(1/ V2 )e>-(i/ V2 )Ib>
E facil ver que sdo unitarios:

<f|f> =(<c|(1/ V2 )+<b|(-i/ V2 N1/ V2 )e>+(i/ V2 )|
b>) =12 + 12 = 1

<t|t> =(<c|[(1/ V2 )-<b|(¢i/ v2 WA/ V2 )e>-(i/ V2 )]
b>) = 1/2 + 12 = 1

Observa-se que o complexo conjugado troca o sinal da parte imaginaria, e que quando
se efetua o produto, as multiplicacdes de vetores da base sdo 1 se forem iguais ou zero
se forem diferentes, por serem ortonormais.

Seu produto escalar é zero, ou seja |f> e |t> sdo ortogonais:
<flt> =(<c[(1/ V2 )+<b|(-i/ V2 N1/ V2 )le>-(i/ V2 )|b>) =0

Observe-se a necessidade do termo imaginario. E s6 porque i*i = -1 que os produtos
escalares de mesma base se cancelam.

A probabilidade +1 no segundo dispositivo:

P(+1) = <c|f><f|c> =<c|((1/ V2 )|e>+(i/ V2 )|b>)((<c|(1/ 2 )+<b|(-i/
V2 )| e

=[1/ V2 |1/ V2 ]=122
A probabilidade +1 no primeiro dispositivo:

P(+1) = <d|f><f|d> = (<c|(1 / V2 D+<b|(1 / V2 NDUL/ V2 )|e>+(i/ V2 )|
b>)(<c|(1/ ~2 )+<b|¢-i/ ¥2 WA/ V2 Dle>+(1 1 2 )|b>) =

=(1/2+i/2)(1/2 -i/2) = 1/4+ 1/4 = 1/2.
O mesmo acontece para as demais possibilidades e para P(-1).

Com esses 6 vetores: |c>, |b> , |d>, |e>, |f> , |t> esgotam-se os casos de igual
probabilidade. Qualquer spin com alguma outra inclinacao terd maior probabilidade
para uma direcao de eixo que outra.

O espaco vetorial foi construido a partir de uma base de 2 vetores (|c>e |b>)
mutuamente ortogonais e unitarios. Todos os demais vetores estdo expressos como
combinacoes lineares dessa base.

Nada impede entretanto uma mudanca de base. Tomemos por exemplo os vetores
le>, [d>:



|d>=(1/ V2 )|e>+(1/ V2 )|b>

le>=(1/ V2 de>-(1 1 V2 )|b>

Somando as duas expressoes elimina-se |b> e obtém-se:

le>= 1/ V2 )ld>+ 1 V2 )]e>

E subtraindo as mesmas expressoes elimina-se |c> obtendo:
lb>=(1/ V2 )|d>-1 / V2 )le>)

Usando esse resultado nas expressoes para os vetores |[f> e |t>:
f>=(1/ V2 )e>+(i/ V2 )|b>

[t>=(1/ V2 )le>-(i/ V2 )b>

=>

If>=(1/ V2 )AL/ V2 )|d>+Q@ / V2 D]ex)]+(i/ V2 )QA / V2 d|d>-Q /
V2 )le>)]

lt>=(1/ V2 ) /1 V/2)]d>+ [ V2 D|ex)]-(G/ V2 A/ V2 )|d>-A /
V2 Dle>)]

=>
[f> = (1+i)/2 |d> + (1-i)/2 |e>

[t> = (1-i)/2 |d> + (1+i)/2 |e>

Desse modo todos os 6 vetores estao expressos na base |d>e |e>:
|d

le

le>=( / V2 )|d>+ 1 / V2 )|e>

|b>=(1 / V2 )|d>- / /2 )]e>)

|f>= (1+i)/2 |d> + (1-i)/2 |e>

[t> = (1-i)/2 |d> + (1+i)/2 |e>

E claro que um procedimento similar pode ser usado para expressar os vetores na base
|f>e |t>:

If>=1/ V2 |c>+il /2 |b>



It>=1/ V2 |c>-i/ V2 |b>

Somando as expressoes elimina-se |b>:

le>=1/ 2|f>+1 / V2|t>

Subtraindo-se as expressoes elimina-se |c>:

|b>=i/ V2|f>-i / V2|t>

Para |d>e |e>:

|d>=1 I2|c>+1 V2|b>

le>=1 /V/2|c>-1 V2|b>

=>

ld>=1 N2 [1/V2|f>+1 [ V2|t>]1+1 N2 [i / V2[f>-i [ J2|t>]
le>=1 W2 [1/ V2|f>+1 1 V2|t]1-1 W2 [i 1 V2If>-i 1 J2|t>]
=>

|d> = (1-i)/2 |f>+ (1+i)/2 |t>

|e>=(1+i)/2 |f> + (1-i)/2 |t>

Os 6 vetores na base |f> e |t> sdo portanto:

| >

|t>

le>=1/ J2|f>+1 / V2|t>

lb>=i/ 2|f>-i / V2|t>

|d> = (1-i)/2 |f> + (1+i)/2 |t>

|e>=(1+i)/2 |f>+ (1-i)/2 |t>



Operadores Lineares, Autovetores e Autovalores

Para calcularmos a probabilidade de que o spin de uma particula preparada num
determinado estado |A> num primeiro dispositivo passasse pelo segundo dispositivo
com valor +1, (supondo esse dispositivo com seu lado “para cima” alinhado com o eixo
z do laboratério) usamos o produto escalar do vetor da base correspondente ao
resultado +1 desse segundo dispositivo pelo vetor de estado do spin:

P(+1) = <c|A><A|c>
Para o resultado -1:
P(-1) = <b|A><A|b>

Chamamos de valor médio ou valor esperado a média de valores que se obtém apos
muitos experimentos. Nos exemplos vistos anteriormente, as probabilidades eram
sempre iguais para +1 ou -1. No caso de probabilidades iguais e resultados possiveis +1
e -1, a média é zero. Num caso geral, a probabilidade de sair o valor +1 pode ser
diferente de sair -1. Isso depende da inclinacao relativa dos dispositivos. Usando um
resultado da teoria de probabilidades:

Média = P(+1) * (+1) + P(-1) * (-1)

Usando as expressoes para P(+1) e P(-1) acima, e lembrando que a multiplicacio de
nimeros complexos é comutativa:

Média = <A|c> <c|A> * (+1) + <A|b> <b|A> * (-1)

A partir desse somatério, definimos uma entidade chamada operador linear,
designado aqui como L tal que:

Média = <A|L|A>.

Definimos que a acdo do operador L “sanduichado” pelo vetor A é a soma descrita
acima:

Se |A> for um vetor da base:
<c|L|c>=<c|c><c|c> * (+1) + <c|b><b|c> * (-1) =1
<b|L|b>=<b]|c><c|b>* (+1) + <b|b> <b|b> * (-1) = -1

Nessas expressoes podemos encarar L como modificando os vetores |c>ou |b>, e
produzindo outro vetor, resultando nos produtos escalares:

<c|c1>= 1e<b|b1>=-1.0nde |c1>=L|c>e |bl>=L|b>

Para satisfazer a esses resultados, |c1>=L|c>=|c>e |bl>=L|b>=-|b>



Resumindo: a acdo do operador L sobre os vetores da base os modifica, mas de modo
peculiar. Eles sdo apenas multiplicados por uma constante.

Esses tipos de vetores sao chamados autovetores desse operador, e as constantes
multiplicativas sdo seus autovalores.

Do mesmo modo como <A|L|A> pode ser encarado como o produto escalar <A|A1>,
podemos aplicar L sobre o vetor a sua esquerda: <A1|A>. Como isso expressa o mesmo
namero real positivo (o valor médio), segue-se que L|A> e <A|L sdo complexos
conjugados. Por essa propriedade, o operador é chamado Hermitiano.

Quando aplicado sobre um autovetor, vimos que o resultado é esse vetor multiplicado
por uma constante:

L|A> = |A1> = a|A>, onde |A> é um autovetor e oo um autovalor.

Também é verdade que: <A|L=<A1]| = <A|a*, ja que é o complexo conjugado de o |
A>.

Multiplicando a primeira expressao por <A| => <A|L|A> = <A|a.|A>
Multiplicando a segunda expressao por |A> => <A|L|A> = <A|o*|A>

A conclusdo é que oo = o*, os autovalores de um operador Hermitiano sao sempre
reais.

Usamos no exemplo do operador L, a base |c> e |b> porque escolhemos o segundo
dispositivo com o lado “para cima” alinhado com o eixo z do laboratério. Observamos
gue |c> e |b> sdo autovetores de L, com autovalores 1 e -1. Vamos por isso batizar
esse operador como O,.

Caso o alinhamento do segundo dispositivo tivesse seu lado “para cima” alinhado com
o eixo x do laboratério, o valor esperado para o spin de uma particula preparado num
estado |A> no primeiro dispositivo seria:

Média = <A|d><|A> * (+1) + <A|e> <e|A> * (-1)

Chamando o operador correspondente de ox:

Média = <A| 0| A>.

Aplicando o operador aos vetores da base correspondente a posicao do dispositivo:
<d|ox|d>=<d|d><d|d> * (+1) + <d|e><e|d> * (-1) =1

<e|oy|e>=<e|d><d|e>* (+1) + <e|e><e|e> * (-1) =-1

|oc|d>=|d1>= |d>e |oy|e> = |el>=-|e>



Novamente os vetores da base sdo autovetores do operador, com autovalores 1 e -1.
Se expressarmos |d> e |e> na base |c>, |b>:

oxld>=0,(1/ V2|c>+ 1/ 2|b>) =1/ v2|c>+1 / 2|b>

odle>=0,(1/ v2|c>- 1/ J2|b>)=-1/ J2|c>+1 | y2|b>

Como o operador é linear, podemos aplicar a propriedade distributiva:

o.d>=(1/ VDo, |c>+1 | VDo |b>= [ V2 |c>+1 [ 2)|b>

oxle>=(1/ yDalc>-(1 / VDoulb>=-1 [ YD |c>+A | VD|b>

Aqgui observamos a diferenca na aplicacao do operador a vetores de outra base. Em
vez de multiplicar o (auto)vetor por uma constante, o operador transforma esse vetor
em um outro. Rearranjando as expressoes:

o |d>=(1/ VDo c>+(1 / VDo b>= / VD |b>+ 1 / V2)|c>
ode>=(1/ VDo,|c>- (1 / V2o b>) = / V2 |b>- / V2 |c>
A acao do operador oy sobre |c> é transforma-lo em |b> e vice versa.

Resta descrever a situacdo de o, que corresponde ao lado “para cima” do segundo
dispositivo alinhado com o eixo y do laboratério.

Média = <A|f> <f|A> * (+1) + <A|t> <t|A> * (-1)

Média = <A|oy | A>.

Aplicando o operador aos vetores da base correspondente a posicao do dispositivo:
<floy|f> = <f|f> <f|f> * (+1) + <f|[t> <t|f> * (-1) =1

<t|oy|t> = <t|f> <f[t> * (+1) + <t|t> <t|t> * (-1) =-1

loy|f>=|f1>=|f>e |o,|t> = [t1>=-|t>

Como antes, os vetores da base sao autovetores do operador, com autovalores 1 e -1.
Se expressarmos |f> e |t>na base |c>, |b>:

o,|f>=0,((1 / VD |c>+ (i W2)|b>) =1 / V2 |c>+ (i V2|b>

o,|t>=0,((1 / VD |c>-(i W2)|b>)=-A [ VD|c>+(i 2 |b>

Aplicando a propriedade distributiva:

o,|f>= / VDoy|c>+ (i W2o,|b>=(1 / VD|c>+(i V2 |b>



o,|t>= / VDo,|c>- (i WDaoyb>)=-0 / VD|c>+ (i W2 |b>
Rearranjando as expressoes:

o,|f>=Q / YDo,|c>+ (i WDo,|b>=(i V2|b>+ / V2)|c>
o,|t>= / VDo,|c>- (i WDoylb>) =i 2|b>-Q [ V2)|c>

A acao do operador g, sobre |c> é transforma-lo em i|b>, e sobre |b>, é transforma-
loem -i|c>.

Os operadores oy, 0y € 0, tem como autovetores, os seus vetores de base e como
autovalores os resultados possiveis do experimento. Esse ultimo fato, e mais seu
emprego na expressao para o valor médio de um vetor de estado, é de grande
importancia na mecanica quantica. Os operadores sdao chamados por essa razio de
observaveis. Para um mesmo vetor de estado, pode haver diversos observaveis, como
no caso de oy, 0y € O..

Os operadores oy, 0, € 0, também podem ser expressos por matrizes, desde que se
defina a base de autovetores. Os autovetores de G,, sdo |c> e |b>:

Matriz o,:
<c|oy|c> <c|oy|b> => <c|b> <c|c> => 0 1
<b|oy|c> <b|oy|b> <b|b> <b|c> 1 0
Matriz oy:
<c|oy|c> <c|oy|b> => <c|ib> <c|-ic>=> 0 -i
<b|oy|c> <b|oy|b> <b|ib> <b|-ic> i 0
Matriz o,
<c|o;|c> <c|o,|b> => <c|c> <cl|-b>=> 1 0
<b|o,|c> <b|o,|b> <b|c> <b|-b> 0 -1

Cada operador Hermitiano corresponde a um observavel, e seus autovalores (que
como vimos sdo numeros reais) sdo os resultados possiveis de uma medida.

Dado um operador Hermitiano, sua aplicacio sobre seus autovetores |A1> e |A2>
resulta em:



L|IA1>=A1|Al>e
L|A2> = A2|A2>
Onde A1 e A2 sdo os seus autovalores.

Como o operador é Hermitiano podemos mudar a primeira expressao para o complexo
conjugado:

<A1|L=A1<A1|

L|A2> = A2|A2>

Fazendo o produto escalar com |A2> na primeira expressao e com <A1| na segunda:
<A1|L|A2> =\1<A1|A2>

<A1|L|A2> = A2<A1|A2>

Subtraindo termos a termo:

(L1-A2)<A1|A2>=0

Se os autovalores forem diferentes, os vetores da base serdo ortogonais.

Obs: mesmo que os autovalores sejam iguais, € possivel encontrar uma base de
autovetores ortogonais.

Uma confusao frequente é a de que aplicar um operador a um vetor de estado é
equivalente a mudanca do vetor de estado como resultado de uma medida. Embora os
operadores hermitianos sejam observaveis, e portanto intimamente ligados ao
conceito de medida, a afirmacao acima nao é valida. Por exemplo, se aplicarmos o
operador o, ao vetor |d>=(1 /V/2)|c>+ (1 /y/2)|b, o resultado sera:

o, |d>=U WDa,|c>+ A WDao,|b>= WD|c>-A V2 |b>

Ja se fizermos uma medicao com o dispositivo orientado de forma ao seu lado “para
cima” estar alinhado com o eixo z do laboratério => medicao do observavel o,,
sabemos que o resultado serd +1 ou -1. E a particula apds a medicao estara
respectivamente no estado |c> ou |b> e ndo em alguma combinaco linear deles.

Ja vimos os autovetores de cada observavel oy o, 0, Sabemos que com isso
podemos calcular a probabilidade de obter um ou outro autovalor (+1 ou -1) de acordo
com o estado do spin da particula que chegue ao medidor orientado em algum desses
eixos:

Para o vetor de estado |A> e o observavel o, por exemplo:

P(+1) = <d|A><A|d>, P(-1) = <e|A><A|e>, e o valor médio:



<A|oy|A>= <d|A><A|d> * (+1) + <e|A><A|e>*(-1)

A regra é sempre saber os autovetores e autovalores do respectivo observavel e
calcular conforme acima.

E se quisermos orientar o dispositivo de medicdo num angulo diferente de qualquer
dos 3 eixos principais? Quais sdo os autovalores e autovetores desse novo observavel?

Para isso definimos um sistema de coordenadas esféricas no laboratério, de modo que
0 seja o angulo da vertical do dispositivo em relacao ao eixo z, e ¢ o angulo que a
projecao dessa vertical no plano horizontal faz com o eixo x.

O operador linear dessa posicao de medida serad a soma vetorial de suas componentes
O, Oy, O,. Sua acdo sobre um vetor de estado |A> sera:

o|A> =0, cos(0)|A> + oxsen(0)cos(d) |A> + a,sen(0)sen(p) | A>

Se expressarmos |A> na base |[c>e |b>: |A>=al|c>+ a2|b>, onde al e a2 sdo
nameros complexos.

o|A>=cos(0) o,(al]|c>+ a2|b>) + sen(0)cos(d) olal]|c>+ a2|b>) + sen(B)sen(d)
oy(al|c>+a2|b>)

Aplicando a propriedade distributiva:

o|A>=cos(0) (alo,|c>+a20,|b>) + sen(B)cos(d) (0l Ox|c> + a2 ok |b>) +
sen(0)sen(¢) (a1 oy|c> + a2 oy | b>)

Usando o resultado que ja vimos sobre a acao dos operadores o, Oy, O, sobre os
vetores |c> e |b>,

o|A>=cos(0) (al|c>-a2|b>) + sen(B)cos(p) (al|b>+ a2|c>) +sen(B)sen(d) (ial |b
>-ja2|c>)

Agrupando os vetores:

o|A>=(cos(0) al + sen(0) (cos() -isen(d)) a2)|c>+ (-cos(0) a2 + sen(B)(cos(d)
+isen(¢d))al)|b>. A expressio cos(d) +i sen(¢) fica mais compacta como exp(i¢),

o|A>=(cos(0) al + sen(D)exp(-ip) a2 )|c>+ (-cos(0) a2 + sen(B)exp(ip) al)|b>

Para ser possivel determinar probabilidades e valor médio de ¢ devemos determinar
seus autovalores e autovetores:

o|A>=A|A>=>A(al|c>+0a2|b>) = A al|c>+A a2|b>
(cos(0) al + sen(B)exp(-ip)a2)|c>=A al|c>

(-cos(0) a2 + sen(B)exp(ip) al)|b>=A a2|b>



(cos(®) - M) al + sen(B)exp(-ip) a2=0

(-cos(0) - M) a2 + sen(B)exp(ip) al=0

Por inspecao,

A =1, al=sen(B)exp(-ip) e a2 =1 - cos(O)

A =-1, a1 =cos(0) - 1 e a2 = sen(0)exp(ip)

S6 que os coeficientes a1 e a2 devem ser normalizados:

Para o caso do autovalor A = 1:

al” al+a2 a2=1=>(sen?(0)+(1-cos(0)?)/d>=1=>d=1/ y2(1—cos(teta))

Logo a1 = sen(0)exp(-i¢) / +/2(1—cos(teta))

ea2=(1-cos(0)/ +2(1—cos(teta))

al= +2(1+cos(teta)) sen(0)e™/ C +/2(1+cos(teta)) +2(1—cos(teta)) ) =>

al= 2(1+cos(teta)) e* /2 ea2= +2(1—cos(teta)) /2
Para o autovalor A =-1:

al al+a2 a2=1=>((cos(0)-1)>+sen?0))/d=1=>d=2(1-cos(0)).

Logo a2 = sen(B)e'* / v/2(1—cos(teta)) e ol = (cos(0) - 1) //2(1—cos(teta))

a2 = +/(1+cos (teta)) sen(0)e® / € v/2(1—cos(teta)) V(1+cos(teta)) ) =>

a2 =+/(1+cos(teta)) € / V2 eal= -J/(1—cos(teta)) /2
Resumindo:
Autovalor A =1, a1 =+/(1+cos(teta))e™ / V2 e a2=+(1—cos(teta)) /2

Autovalor A =-1, al= -/(1—cos(teta)) / V2 e a2 = /(1+cos(teta)) € / /2

Denominando esses autovetores do operador o de I1 e 12 (inclinado 1 e inclinado2):



12> = (V(1+cos(teta)) € / 2 ) |c>+(+/(1—cos(teta)) /12) |b>
112> = (~/(1—cos(teta)) / V2 ) |c>+ (+/(1+cos(teta)) € / v/2) |b>
A probabilidade de um vetor no estado |c> fornecer o resultado +1 é:
P(+1) = <l1|c><c|I11>= (1 +cos(6)) / 2.

Se 8 for bem préximo de zero, ou seja se o observavel tiver apenas um pequeno
desvio em relacao a o, a probabilidade serd praticamente 1, e se for 90 graus sera 1/2
como era de se esperar.

O valor esperado para |c> sera:
<c|o|c> = <11|c><c|11>(+1) + <12|c><c|12>(-1) =
=(1+cos(0) / 2) - (1-cos(®)) / 2 = cos(0).

O valor esperado tende a 1 para inclinacao préxima a vertical para cima, tende a zero
para inclinacdo préxima a horizontal e a -1 para a vertical para baixo.



Variacao dos vetores de estado com o tempo

Em mecanica classica, um determinado sistema pode ter alguma caracteristica
constante, como sua energia, seu momento, ou seu momento angular. Mas sua
posicao por exemplo pode variar com o tempo, em relagao a um dado sistema de
coordenadas.

Em mecanica quantica, os vetores de estado associados a um sistema podem variar
com o tempo, enquanto alguns operadores permanecem constantes.

Embora as medidas feitas a cada momento dependam de probabilidades, a
dependéncia dos vetores de estado com o tempo € tao deterministica como na
mecanica classica. Dado um sistema isolado, com vetores de estado |A> e |B>em sua
configuracdo inicial, é possivel determinar a cada instante de tempo, os novos vetores
de estado | A(t)> e | B(t)>

Esse determinismo tem consequéncias: se os vetores de estado sao ortogonais, isso
significa que ha um observavel que distingue sem ambiguidade um do outro. Se um
vetor é |c> e outro |b>, autovetores do observavel o,, todas as medidas de |c> desse
observavel resultardo em +1, seu autovalor. E todas as medidas de |b> resultardo em -
1.

Se nesse sistema, os dois vetores mudarem ao longo do tempo, havera a cada instante
de tempo algum observavel onde eles poderao ser medidos sem ambiguidade. Sera
possivel prever por exemplo dai a 10 segundos qual a medida de |c(t)> e |b(t)> nesse
observavel. E para que isso seja possivel, |c(t)> e | b(t)> devem permanecer
ortogonais.

A mudanca dos vetores de estado com o tempo é definida por um mesmo operador U:
|c(t)>= U(t)|c> e|b(t)>= U(t) |b>. E exigéncia da ortogonalidade implica que: <b |U*
(t)U(t) |c> = 0. U*(t) é o conjugado hermitiano de U(t).

Como as bases sao normalizadas além de ortogonais, o produto acima sera zero para
bases diferentes como |c(t)> e |b(t)>, e 1 se forem iguais, porque nesse caso o vetor
resultante da operacdo a esquerda serd o mesmo do resultante da operacao a direita.

O operador que atua dessa forma na em sua base: U'U = | é chamado unitario. Diz-se
assim que a evolucao no tempo de sistemas quanticos é unitaria.

Uma consequéncia desse fato é que para dois vetores |A>=al|c>+f1]|d>e |B>= a2 |
c>+ B2|d>, o valor inicial do produto escalar é <A|B> = al*a2 + P1*$2. Ap6sum
tempo t: <A|B> = <A|U*(t)U(t) | B> = <c| a1*U*(t)U(t)a2 | c> + <b | f1*U*(t)U(t)p2 | b> =
al*a2<c|U*(t)U(t) | c> + B1*B2<b |U*(t)U(t) |b> = al*a2 + PB1*B2. O produto escalar se
conserva na evolucao temporal dos vetores do sistema.



Suponhamos uma transformacao apés um tempo muito pequeno. Se o tempo fosse
zero, o vetor de estado n3o teria nenhuma alteracao, | A;> = I|A> = |A>. O operador
unitario seria apenas a matriz identidade. Para um tempo ¢, U =1- iecH, onde o sinal
negativo, o nimero imaginario i e o operador H terao seu significado explicado a
seguir.

O conjugado hermitiano de U, U* = | + icH".
Pela definicdo de U, U U" = (1 - icH)( | + ieH") = |
Desprezando o termo quadraticode e: | +icH -iegH=1=>H=H".

H é portanto um operador hermitiano, e portanto um observavel, contendo um
conjunto ortonormal de autovetores e autovalores. Na mecanica classica o
Hamiltoniano é um operador que corresponde a energia do sistema (ver anexo 6).
Veremos que H é o operador quantico Hamiltoniano, e seus autovalores
correspondem a energia do sistema.

|A(€)> = U|Ap> = (I-ieH)|Ao> = |Ap> -ieH|Ao> => (|A(e)> - |Ap>) /& = -iH|A>.

O limite em que ¢ tende a zero: d|A>/dt = - iH| A>. Essa é a equac3o geral de
Schroedinger dependente do tempo. Para expressar H em Joules, unidade de energia
do sistema internacional, é preciso introduzir a constante de Planck h, e a equacao se
torna:

d|A>/dt = - (i/ h) H|A>.

O valor médio de |A>, para um observavel L é: <A|L|A>. A sua variacdo com o tempo
e: d<A|L|A>/dt = (d<A|/dt) L|A> + <A|L (d|A>/dt) = (i/ h) <A|HL|A> - (i/ h) <A|LH|
A>=-(i/ h) <A|(LH - HL) | A>.

A expressao LH - HL também é um operador hermitiano, e portanto um observavel,
sendo chamada de comutador desses dois operadores e simbolizada como: [L,H].

Resumindo: d<L>/dt = (-i / 1) <[L,H]>. A derivada em relacdo ao tempo do valor
médio de um observavel é funcao de um outro observavel, o seu comutador com o
Hamiltoniano do sistema.

Um exemplo de Hamiltoniano é a energia associada ao spin de um elétron em um
campo magnético. No caso de um experimento classico de um objeto carregado
girando num campo magnético, a energia é proporcional ao produto escalar do
momento magnético do objeto com o vetor campo magnético (ver anexo 18). Parao
caso quantico, a expressao é similar: H = ko.B. O produto ko é o momento de dipolo
magnético da particula. Um ponto importante é que o produto escalar aqui nao é



entre o vetor de estado do elétron e o campo magnético, e sim entre um operador ¢ e
o campo. O vetor de estado nao é em geral um autovetor de o.

No caso do campo magnético estar na direcdo z: H = k 0,.B,. Renomeando a constante
de proporcionalidade, juntamente com o valor do campo magnético: H=(hw / 2) o,.
O significado do fator %2 aparecera a seguir.

Como H é um multiplo de o, tem os mesmos autovetores.

Aplicando a férmula do valor médio da derivada em relacdo ao tempo:

00,/0t = (-i / h) <[o,H]>=(-i / h)(ho / D<[o,, O.]>

oy, 0.] = 0,0,- 0,0, A acdo de o,sobre um vetor expresso pelos autovetores de o, é:
o;(a|c>+ B |b>) = a0, |c> + o, |b>=a|c> - |b>.

Aplicando agora oy sobre esse vetor transformado: oy (a|c> - B | b>) = (aoi| c> - fox| b>)
=a|b>-f|c>.

Fazendo a mesma operacao na ordem inversa, para achar 0,0y

0.0, (a|c> + B|b>) = (-a|b> + 3| c>), que é 0 mesmo vetor acima com o sinal trocado.
Portanto, [0y, O] (a]c>+(|b>) =2(a|b>-]|c>).

Por outro lado, sabemos que o,(a|c> + | b>) = (aoy | c> + Boy, | b>) =ia|b> - if | c>,
De onde: [0y, O.] =-2i0.

De forma analoga podemos mostrar que [o,, ©.] = 2i0,

Finalmente:

<00,/0t> = (i / 1) <[o,H]>=(-i / h)(ho / 2<[o,, 0.]>=-w<0c,>
<00,/0t> = (-i / h) <[o,H]>=(-i / h)(hw / 2<[o,, G.]>=w<0>
<00,/0t>=(-i / h) <[o,H]>=(-i / h)(ho / D<[o,, 0,]>=0

Interpretando esses resultados, o que é o valor médio da derivada temporal de um
observavel? Suponhamos que para varios sistemas identicamente preparados, se meca
o observavel o,apds um tempo t-¢/2 apods a preparacao, e anota-se os resultados.
Depois repete-se a mesma coisa para um tempo t+¢/2. E finalmente repetirmos as
medidas para o observavel o, apds o tempo t, a diferenca entre os valores médios
obtidos de oy divididos por ¢ tendera a convergir para o valor médio obtido para o,
para um numero muito grande de medicdes, quando o valor de ¢ tender a zero.



E importante lembrar que cada medida individual de spin (autovalores do observavel
0, ) terd como resultado +1 ou -1. Como H = ( hw / 2) o,no exemplo acima, os
autovalores da energia sdo: +ho / 2 e - hw / 2.

Num caso mais geral, onde H=( hw / 2)0o.n, quais sdo os autovetores e autovalores
deH?

Como vimos no capitulo anterior, os autovetores e autovalores de o.n sdo:

Autovalor A =1,

Autovetor = (\/(1+cos(teta))e™ / V2 ) |c>+(y/(1—cos(teta)) /+/2) |b>

Autovalor A =-1

Autovetor = (-y/(1—cos(teta)) /v2 ) |c>+ (V/(1+cos(teta)) e / 2) |b>

Portanto os autovalores de Hs3o: ho / 2 e-hw / 2.

Os autovetores sao idénticos aos de o.n ja que esses estao normalizados.

A expressdao H|A> = A|A> para determinar autovetores e autovalores de H é chamada
equacao de Schroedinger independente do tempo

Voltando agora ao propésito de definir a variacdo de um vetor de estado com o tempo,
e nao apenas verificar a evolucdo de seus valores médios, a equacao de Schroedinger

dependente do tempo é: d|A>/ot = - (i/ h) H|A>.

Como H é um operador hermitiano, | A> pode ser expresso como um somatério de
seus autovetores: |A> = Z,04(t) | Ej>. Aplicando a equacao de Schroedinger:

aZjO(j(t) | EJ>/at =- (l/ h) H (Zj(lj(t) | Ej>) =- (l/ h) (ZJO(.J(t)EleJ>) Ja que H|j> = Ejl Ej>

Agrupando os termos, para cada j: doy(t)/at + (i/ h)ay(t)E; ) = 0, uma equacdo

diferencial simples, cuja solucao é:

a;(t) = o(0) exp(-iE;t/h)



Embora os o, e portanto o vetor de estado que € uma combinacao linear deles, variem
com o tempo, a probabilidade associada a um autovalor de energia E; € invariante, pois
P(EJ) = O(J'(t)*(lj(t) = (aj(O)*eXp(iEj t/h) )((x,-(O)exp(-iEj t/h)) = O(.j(O)*O(J'(O).

Vejamos em geral qual a probabilidade de um autovalor A, para um operador L,
diferente de H. Se V,for o autovetor correspondente a esse autovalor de L:

P(A.) = (<Va|L (X oy(O)exp(-idt/h) | Ej> <E| (Z ow(0) "exp(iht/h) ) L [Va>) = (<Va| A (2
o;(0)exp(-iAit/h) | Ej><Ex| (2 ou(0)*exp(itt/h) Aa| Vo> = Na2<V, | Ej>((Z o(0)exp(-iAt/h) |
<E¢|Va>(Z ou(0) *exp(iht/h)

Nos termos desse produto de dois somatérios em que k=j, as exponenciais
desaparecem pois sdo complexos conjugados. Portanto uma parte da solucao sera:

Po(ha) = A22 (<Va | E><E;| Va> 04(0)0y(0) ). Essa parte da solucdo independe do tempo.

Todos os demais termos em que k<>j dependem do tempo, e cada termo sera da
forma:

N2(<Va | E><E | Vo> 0u(0) oy(0)exp(i(h-Ajt/h)).

No exemplo anterior do spin colocado num campo magnético orientado na direcao z,
lembrando que os autovetores de H sdo os mesmos de o,, temos para o caso do
operador o,:

P(+1) = X (<d | E;><E;|d> 0y4(0);(0) ). O vetor de estado inicial |A> = 04(0) | c> + 02(0) | b>.
Como |d>=+2/2|c>++/2/2 |b>,

Po(+1) = 1/2 0u4(0)c11(0) " + 1/2 015(0)0t,(0)”

Além disso, havera os termos:

(<d|c><b|d> 0,(0) as(0)exp(2it/h)), e (<d|b><c|d> au(0) a(0)exp(-2it/h))) =

= 1/2 0,(0) a1(0)exp(2it/h) e 1/2 01(0) a,(0)exp(-2it/h))

A probabilidade total sera:

P(+1) = 1/2 ( 01(0)01(0)" + 012(0)012(0) " + 12(0) 01 (0)exp(2it/h) + c4(0) "cxo(0)exp(-2it/h))
Expandindo as exponenciais em funcoes trigonométricas:

P(+1) = 1/2 ( 0.4(0)01(0)” + 012(0)012(0) " + 012(0) " ct4(0)(cos(2it/h) +isen(2it/h))+ 04(0) ct,(0)
(cos(2it/h) -isen(2it/h))) =>

P(+1) = 1/2 ( 011(0)0ta(0)” + 012(0)c12(0) + (024(0) 012(0) + 012(0) €14(0)) (cos(2it/h)
+isen(2it/h)( c1(0) c2(0) - 02(0) cta(0)).



Como 04(0) a2(0) e 0,(0) a1 (0) sdo complexos conjugados, sua soma elimina a parte
imaginaria, assegurando que o termo que multiplica o cosseno é real. E sua diferenca
elimina a parte real, o que assegura que i vezes o seno seja também real.

Caso |A> = |c>=>04(0) = 04(0) =1 e 02(0) = a1,(0) =0

P(+1) =1/2 ( 1 + 0 + Oexp(2it/h) + Oexp(-2it/h)) = 1/2, independente do tempo.

Se o observavel for o, em vez de o, e |A> = |c>

P(+1) = = (<f|E><E;| > 04(0)y(0) ),

P(+1) =1/2 ( 1 + 0 + Oexp(2it/h)+ Oexp(-2it/h)) = 1/2, também independente do tempo.

Se | A> for tal que apenas se exija que a probabilidade inicial de spin +1 seja 1/2 para
0., COMO expresso abaixo em que ¢ e O sao arbitrarios, como varia g,com o tempo?

|A> = /2 / 2(cos(d)+isen(9)) | c> ++/2 / 2(cos(O)+isen(8)) | b>

Po(+1) = 1/2<d|c><c|d> + 1/2<d|b><b|d>=1/4+1/4=1/2

Os dois termos dependentes do tempo sao:

(<d|c><b|d> V2 / 2(cos(0)-isen(8))\'2 / 2(cos(p)+isen(d))exp(2it/h) =
= 1/4exp(i(¢p-06+2t/h))

(<d|b><c|d> /2 / 2(cos()-isen(h))\'2 / 2(cos(B)+isen(B))exp(-2it/h) =
= 1/4exp(i(06-¢-2t/h))

Somando esses dois complexos conjugados so fica a parte real (os cossenos).
Adicionando também Py(+1), a expressdo completa é:

P(+1) = 1/2 +1/2 cos(¢-0+2t/h)

Como h é um ndmero muito pequeno, o cosseno varia de -1 a 1 rapidamente com o

tempo, e a probabilidade (+1) varia de 0 a 1 em consequéncia.



Principio da Incerteza

Medir alguma coisa em mecanica quantica é determinar um dos autovalores de um
observavel. E esse observavel é um operador linear Hermitiano. Apds a medicao, o
sistema é deixado no estado correspondente ao autovetor correspondente ao
autovalor obtido.

Assim por exemplo, apés uma medida do spin de uma particula, com o dispositivo
orientado com o lado “para cima” na direcao z positivo, a particula é deixada no
estado |c> se o resultado da medida for +1. E no estado |b> se o resultado for -1.

Ap6s medir o observavel o, como acima, ndo podemos saber “também” o valor de o,
gue é um outro observavel. Se medirmos o,, vamos deixar o sistema no estado |d> ou
| e>, conforme o autovalor medido. E ja ndo poderemos ter certeza do valor de o..

Entretanto, se nosso sistema for composto por 2 particulas, uma dupla medicdo como
essa é possivel Apés a primeira medicao, uma das particulas é deixado num estado
correspondente a um dos autovetores do observavel. Quando a segunda particula é
medida, em um outro observavel, o autovetor da primeira nao se altera. Se um dos
observaveis é L e o outro M, dizemos que o sistema esta num vetor de estado que é
simultaneamente autovetor dos operadores L e M.

Para ver como isso é possivel, devemos descrever cada vetor de estado como
composto por 2 variaveis, uma para cada particula:

|L;,m1>, |Ly,my>, |L1,m2>, <L,,m,> a base dos autovetores, tanto do operador L como
do operador M. Sendo A; e A, os autovalores de L e u; e u, os autovalores de M:

L |Ly,mi> = Ai<Ly,m;> e Ap<l,,m;> parai=1ou 2.

M |L,m:> = w|L;,ms> e we | L;,my> paraj=1ou 2.

Se as bases sdo autovetores dos 2 operadores:

M(L|L,mi>) = wAj|L,m> e LIM|L,m>) = Awi|L,m;> paraiej=1o0u2.
Portanto LM =ML, ouLM - ML =0 =>[L,M] = 0.

Embora a deducao tenha sido feita para o caso particular de 2 spins, esse resultado é
bem geral. A condicdo necessaéria e suficiente para que seja possivel medir
separadamente, sem nenhuma incerteza 2 observaveis, é que eles comutem.

Vimos num dos exercicios do capitulo anterior que [0y, ©.] =-2io,e [0,, O.] = 2io,.
Pode ser mostrado também que : [0y, 0,] = 2i0,. O resultado nunca é zero, os
operadores ndo comutam, e ndo podem ser medidos conjuntamente.



A caracterizacdo da incerteza usa conceitos elementares da estatistica. A média de um
conjunto de dados em estatistica corresponde em mecanica quantica ao valor médio
de um observavel para um dado vetor de estado: <A|L|A>.

Se construirmos outro observavel V =L - <A|L|A>l, lembrando que <A|L|A> é apenas
um namero real, o efeito de V sobre o vetor |A> serd V|A> =L|A> - <A|L|A>|A>.

Ovalor de <A|V|A>=<A|(L|A> - <A|L|A>|A>) = <A|L|A> - <A|L|A><A|A>.
Considerando que |A> seja normalizado, <A|V|A>=0.

O operador V é equivalente a L, apenas tendo seu valor médio deslocado para zero.

Definimos agora o operador V2 como VV, o operador V aplicado em sequéncia a um
vetor.

A raiz quadrada do valor médio de V2 aplicado a |A>, (<A|V?|A>)V? & definida como a
incerteza do observavel L para o vetor de estado |A>. A incerteza corresponde
exatamente ao desvio padrao da estatistica.

A nocao da geometria plana de que a soma de dois lados de um tridngulo é sempre
maior que o terceiro também pode ser aplicada a vetores: a soma dos mdédulos de dois
vetores é sempre maior ou igual ao médulo da soma dos vetores:

VI + W] >=[V+W][.
No caso de vetores, as expressdes podem ser iguais se eles estiverem alinhados.

Para vetores de niimeros complexos a norma € a raiz do produto pelo complexo
conjugado.

V] = (<V[V>)"2, W] = (<W|W>)" e [V +W/| = [(<V[+<W[)(|V>+|W>)]"?
Elevando ao quadrado a desigualdade acima, ja que sdo todos nimeros positivos:
<V|V>+ <W|W> + 2 (<V|V>)Y2(<W|W>) V2 >= <V |V>+ <W|W> +<V |W>+<W | V> =>
2(<V|V>)Y2(<W|W>)Y2 >= <V|W> + <W | V>

Definimos agora os vetores |V>e |W> como sendo um resultado da aplicacdo de
operadores a um vetor comum.

|V>=L|y>e |W>=iM|y>

2(<y|LL|w>)"2(<y|MM|g>)"? >= i<y [ LM | g> - i< |ML| y> =>



2(<y L2 [g>)M2(<y [M? |p>)"? >= i<g[LM]y>(<y |L* |y>)"? é a incerteza do
observavel L e (< |M? |p>)"? aincerteza do observavel M como foi definido. Ou

como é mais comumente escrita:

AL AM >= 1/2 i<@[LM]y>

Se tivessemos definido |V> =iL|y>e |W>=M|y> =>
AL AM >= 1/2 i<@[ML]y> = - 1/2 i<y[LM]y> =>

AL AM >=1/2 |i<y[LM]y> |

O produto das incertezas dos observaveis ndo é nunca menor que a metade do
modulo do valor médio de seu comutador (multiplicado por i).



Sistemas compostos e produto tensorial

No inicio do capitulo anterior, falamos da possibilidade de sistemas com 2 spins.
Vamos detalhar agora como descrever sistemas compostos desse tipo.

Um vetor em mecanica quantica pode ser descrito como um conjunto de nimeros
complexos, onde a ordem importa. Por exemplo o vetor de estado:

|A>=iy2/2|cb>+ 2/ 2|bc> é diferente de |B> = iv/2/2|bc>++/2 / 2| cb> porque
os coeficientes estdo multiplicando vetores base diferentes. Podemos dizer que os
vetores base funcionam como principios de ordenacao desses conjuntos numéricos
gue chamamos de vetores.

Sao necessarios 2 vetores de base porque ha 2 situacdes em que a medida do spin é
determinada => o nimero de autovetores (e autovalores) = 2.

Se tivermos um sistema com 2 particulas, cada um com seu spin, podemos apos as
medidas deixar a primeira num estado e a segunda em outro. E medidas posteriores
confirmarao os valores para o spin de cada um deles.

Se quisermos representar os estado do sistema caracterizado por 2 spins termos que
usar 4 nimeros complexos:

|A> = au|cc> + ay|cb> + as|be> + o4 | bb>.

Os vetores de base tem 2 letras porque sdao formados por spins de 2 particulas. Esse
sistema combinado recebe o nome de produto tensorial dos 2 estados simples.

Os coeficientes do vetor combinado |A> sdo as amplitudes de probabilidade para cada
um dos 4 vetores da base combinada. E esta é o produto tensorial das bases de cada
sistema simples.

As bases sao autovetores de um determinado operador hermitiano. No caso acima, as
designacoes das bases remetem a o,. Mas agora sao 2 os observaveis, pois podemos
medir separadamente uma particula e a outra. Vamos designar os componentes dos
spins por 2 letras gregas separadas por um simbolo: 0,®t, no caso é o operador
associado a esses autovetores acima. Esse operador é o produto tensorial de 2
operadores, o que é diferente de 2 operadores simplesmente aplicados em sequéncia
a um vetor como vimos até agora. Eles atuam sobre os vetores, modificando apenas o
componente respectivo: 0,®7,|cb> =-|cb>, porque o,|c> = |c> eT,|b>=-|b>.

Como ha varias maneiras possiveis de medir o primeiro e o segundo spin, também
havera varios observaveis e seus efeitos sobre os vetores base. Abaixo estao alguns
dos efeitos deles sobre a base de autovetores de 0,®,.



OxQTlcc> = [bb>
o,®t,lcc> =ilbb>
o®T,lcc> =Ibc>

o,®T,lcc> =-Ibb>
o,®T,lcc> =ilbc>

o.®Tt,lcc> =lce>

O®T:lcb> =lbc>
O,®T,lcb> =-ilbc>
Ox®T,Icb> =-Ibb>
0,®T,lcb> =|bc>
0,®T1,Icb> =-ilbb>

0,71,Icb> =-Icb>

O®T:lbc> =Icb>
o,®t,lbc> =ilcb>
0.®T,Ibc> =lcc>
o,®1,Ibc> =Icb>
0,QT,/bc> =-ilcc>

0,1, I/bc> =-Ibc>

O®T:Ibb> =lcc>

0,®T,lbb> =-ilcc>
O®T,/bb> =-Icb>
o,®T,Ibb> =-lcc>
0,Q7t,/bb> =ilcb>

0'z®1:z|bb> :lbb>

Sempre ha também a possibilidade de medir apenas um dos spins, deixando o outro
em seu estado inalterado. Nesse caso o produto tensorial é de um dos operadores com
o operador identidade, ex: o,0I|bb> = -|bb>. O operador identidade ndo modifica o

seu lado da operacao.

Os autovalores dos observaveis compostos sdo o produto dos autovalores. Na lista

acima a ultima linha corresponde a acdo do observavel o,07,sobre cada um dos seus

autovetores: podemos ver que os autovalores sdo pela ordem: +1, -1, -1, +1.



Estados compostos e correlaciao

Como vimos, a descricdo mais geral de um estado composto de 2 spins (representado
na base de autovetores de 0,®7, ) é:

|A>=O(1|CC>+O(2|Cb>+0(3|bc>+(l4|bb>.

Um caso particular de estado composto ocorre quando se faz o produto tensorial de 2
estados simples:

|Aa> = 0 |c>+ Ba|b> e |Ab> = ap|c> + B b>

|A>= ( |Aa>®|Ab>) = a0 | cc> + aafs | cb> + Baow | be> + Bafs | bb>.

Nesse caso, os coeficientes complexos podem ser fatorados nos componentes de cada
um dos estados. O fato de que esse € um caso particular pode ser visto se fizermos o, e
a4 = 0 na equacao acima por exemplo.:

0|cc> + az|cb> + as|bc> + 0| bb>
Como a;1=0, a,0ua,=0.Ecomo a,=0, B.ouf,=0.

Com essas exigéncias ndo seria possivel um estado o, |cb> + o3| bc> com ambos os
coeficientes diferentes de zero.

Esses estados compostos resultantes de um produto tensorial de dois estados simples
sao chamados de estados produto. A caracteristica de um estado produto é a
possibilidade de conhecer perfeitamente o estado de um spin, mas esse conhecimento
nao leva a nenhuma informacao sobre o estado do outro spin.

Uma caracteristica dos estados produto é que os coeficientes estdo automaticamente
normalizados pois como .0, + Pafa =1 € 0wty + PuPs = 1, resulta que oo, o +

O'-aBbO('a*Bb*'F BaabBa*ab*"' 6al3bﬁa*6b* =1.

Outra caracteristica importante é que o nimero de graus de liberdade é menor no

estado produto que no caso geral de um estado composto. Nesse Ultimo ha apenas
uma equacao: a0l + 00, + 00 + a0 = 1 amarrando os coeficientes, enquanto
naquele ha duas, como mostra o paragrafo anterior.

O extremo oposto de um estado produto pode ser visto no vetor:
1S>=(1/ V2 )(|cb>- |bc>)

Se calcularmos o valor médio de um operador agindo em apenas um dos subsistemas
de |S>:



<Slo@IIS> = (1/ v/2 )(<cbl - <bel)(1/ v/2 )(Ibb> - lcc>) = 0, jé que todos os produtos
sdo entre bases ortogonais. O mesmo para o,QII1S> e o,0OIIS>.

O valor médio para todos os componentes do spin de um dos subsistemas é zero. Isso
significa que ao contrario do que acontece num sistema simples isolado, nesse tipo de
estado composto nao ha um observavel para um dos subsistemas para o qual o valor
do spin seja determinado sem ambiguidade. Pelo contrario, a ambiguidade é total, ja
gue o valor médio ser zero implica em igual probabilidade para o spin +1 ou -1.

Se calcularmos agora o valor médio para um produto tensorial de observaveis de cada
um dos subsistemas:

<S|ox®@Tx|S>=(1/ V2 )(<cbl - <bcl)(1/ V2 )(Ibe> - Icb>) = -1. Além disso, observe-se
que ox®T,IS> = -IS>. O mesmo para <Slo,®T,IS> e <Slo,®t.IS>

Em todos os casos, ndo ha ambiguidade nos observaveis. Com certeza o valor esperado
é -1, o que significa: se o primeiro spin medir 1, o outro medira -1 e vice versa. Embora
como foi mostrado antes, a incerteza seja total quanto a primeira medida. Como pode
ser visto nas operacoes, |S> é um autovetor para cada um dos 3 observaveis
compostos, com autovalor =-1! |S> é denominado estado singlet.

Nesse tipo de estado, existe uma correlacado total entre os spins (maximo
entanglement), o conhecimento de um permite o conhecimento do outro, mesmo que
a priori ndo haja como saber nada sobre cada um separadamente.



Matriz de densidade e teste para correlacao

Voltemos a situacao de um estado composto de 2 spins em sua forma mais geral,
expresso na base ortonormal dos autovetores do observavel o,®t,. Vamos identificar
os coeficientes de acordo com esses autovetores.

|A> = aec| cc> + Olp | €b> + Ol | be> + oy | bb>.

Mas a principio vamos estudar o caso do estado produto, onde:
|Aa> = a|c>+ ap|b> e |Ab> = f|c> + By | b>

Com Olec = OcPe, Oleh = OLcPb, Olbe = Abe, Olbb = b

Queremos saber a probabilidade do primeiro spin exibir autovalor +1 no observavel o,
nao importando o segundo spin.

<cc|lo®l|A><A|o®l| |cc> + <cb|o.®1 | A><A| 0,®1 | cb>= Olee Clec+ Ol Cler = Ol Pe O+

O(-c*f)b"o"cﬁb = O(c*ac (BC*BC + ﬁb*ﬁb)-

Como . e Py sdo os coeficientes normalizados do estado |Ab>, o produto . B + Bb Pb
= 1. O resultado ent3o é o, a., que é exatamente a probabilidade de obter autovalor
+1 no estado |Aa>. Nesse caso, o calculo da probabilidade para obter o resultado +1
independe completamente do conhecimento do estado do segundo elétron.

Vamos considerar agora um caso onde s6 conhecemos o estado |A>. A resposta é
apenas: Ol O+ Oy Olep, ja que dessa vez ndo ha como fatorar os coeficientes.

E se quisermos agora saber a probabilidade do primeiro spin exibir autovalor +1 no
observavel o, nao importando o segundo spin.

|cc>| ol | A><A| ol | cc> + <cb | ol | A><A| ol | cb> = <cc| (0 |bc> + o | ch> + oty |
cC>+ app | €b>) X ((<cc| o+ <cb ot + <bc|ame + <bb|a, )| be>) + <cb| (0| cC> + Oep |
cb>+ atpe | be> + oy [ €b>) X ((<cc] O + <Cb |ty + <bC| Ot~ + <bb | 0t ) [bb>) = Othe " Obc+

Olpb Olbb

Os dois exemplos tem algo em comum: como a exigéncia é apenas sobre o primeiro
spin, qualquer que seja o operador, sua acdo sobre |cc> vai ser a mesma que em |cb>
e sobre |bc>a mesma que em |bb>. S6 a primeira letra conta. Por isso num caso o
resultado foi ol Ol + 0Ly Ol (referente a |cc> e |cb>), e 0 segundo foi Owe Ctpe+ Oloy
"o (referente a |bc>e |bb>).

Se quisermos calcular o valor esperado para o primeiro spin, novamente com o
operador o,:

<A|o®l |A> = ((<cc| o +<cb|aw + <bc|ap. + <bb|aw, )(ot|bc> + ot | bb> + ol | cC>

+ Olpb | €b>) = (Olee Ole + Oley Olp) + (Olbe Olec + Ol Olep).



Caso so existisse o primeiro spin, e conhecéssemos o vetor de estado |Aa> = o |c> +
o | b>, o valor esperado seria:

<Aa|o|Aa> = (<c|ac +<b|ay ) oc|b>+ an|c>) = ac o+ o o
Comparando lado a lado as expressoes para <A|o,&l | A> e <Aa| o, | Aa>:
(Clec Olpe + COlep Olbb) €M Vez de o ol

(Cthe Olec + Olpp Oleb) €M VEZ de o, ol

A diferenca esta no segundo indice. O que é apenas um termo no estado simples passa
a ser uma soma de 2 termos no estado composto, porque o segundo indice assume o0s
valores possiveis (c e b).

Esse formato sugere que é possivel definir um operador para um dos sistemas (por
exemplo o primeiro spin), de modo a saber probabilidades ou valores médios de um
observavel relativo apenas a ele. Os coeficientes relativos ao segundo spin, ou quantos
mais houverem, sdo somados e fora isso, a forma é como se s6 houvesse o sistema
gue nos interessa no momento.

Esse operador é o produto tensorial |A><A|, e dependendo da base escolhida, gera as
assim chamadas matrizes de densidade.

Para a base dos autovetores de 0,®t;:
<cc|A><A|cc> <cb|A><A|cb>
<bc|A><A|bc> <bb|A><A|bb>

Cada termo da matriz acima é um somatorio. Nesse caso, somatoérios de dois termos,
porque s6 ha dois sistemas. A matriz abaixo € chamada p, ja se refere ao spin do

sistema A..
Ol Olec + Oleh Oleh Qe Olpe + Oleh Olbb
Olpc Olee T Olpb Ol Olpb Olpb  F Olpe Olpc

Os operadores oy, 0, € 0, também podem ser expressos por matrizes, desde que se
defina a base de autovetores. Para os autovetores de o, |c> e |b>:



Matriz oy

<c|ox|c> <c|o|b> => <c|b> <cle> => 0 1
<b|oy|c> <b|oy|b> <b|b> <b|c> 1 0
Matriz oy:

<c|oy|c> <c|oy|b> => i<c|b> -i<c|c>=> 0 -i
<b|oy|c> <b|oy|b> i<b|b> -i<b|c> i 0
Matriz 0,:

<c|o,|c> <c|o,|b> => <c|c> -<c|b>=> 1 0
<b|o,|c> <b|o,|b> <b|c> -<b|b> 0 -1

Multiplicando a matriz de densidade pela matriz do observavel do spin requerido
obtém-se o valor médio. Por exemplo:

<Aa | CX®| |Aa> = paox = (acc *acc + Oleb *acb)*o + (acc *Otbc + Oleb *abb)* 1+ (abc *acc + Olpb
"Olep) ¥ 1+ (Olpy Ol + Ol Obe) ¥0 = (Olec Olbe + Ol Ob) + (Ol Clee + Olb Cle), COMO ja vimos.

A matriz de densidade p, do sistema A, seria:

Olec Olce + Olpe Olpe. Olec Olep + Olpe Ol

Olep Ole + Ol Ol Olb Olbp + Clep Ol

O valor médio <A, | 180, | Ap> = (Olec Olep + Ol Otpp) + (Olep Olec + Ol Olire)

A vantagem das matrizes de densidade é que uma vez calculadas para um dado
subsistema, pode-se determinar probabilidades e valor médio para diversos
observaveis relativos a ele. Nao é mais necessario levar em conta os outros
subsistemas.

Vamos calcular a matriz para o caso particular do singlet:
|S>=y2/2 |cb>-2/2 |bc>
Olec 0-cc* + Olch O(cb* Olec O(bc* + Olch Ovbb* => 1/2 O

Olbe Olee + Ol Ol Olpb Olbp + Ole Ol 0 1/2



Como saber se um estado composto tem ou nao correlacdo entre os seus subsistemas?
Se nao ha correlacdo (entanglement) temos o estado produto.

Nesse Ultimo caso, voltando ao exemplo com 2 subsistemas:
|A> = aec| cc> + Olp | €b> + Olne | be> + oy | bb>.

|Aa> = a.|c>+ o,|b> e |Ab> = | c> + 3| b>

Com Olec = e, Oleh = OB, Olbe = Obf3ey Ol = Ol b

A matriz de densidade para os sistemas é simplificada:

Pa=>  OlecOlec + Oleh Oley Olec Olpe + Olep Olpp
Clbc Olec + Olpp Oleby Ol Ol + Oloe Olbc
=>
Ocfe 0B+ oy APy Peon Be + oBrow B
POt e + w0t Po P b Po + OB O Pe
=>
ot o (Be Bet Bo Bo) a0 (Be Bet Bo Po)
Ol Ol (Bc*f)c"‘ Bb*Bb) Oy Ol (Bc*ﬁc'i' Bb*Bb
E como os somatorios para o subsistema | Aa> sdo iguais a unidade:
Pa=> O O OOl
Ol Ol b Ol

Vamos pesquisar os autovetores e autovalores dessa matriz:
o o (V1) + acon (V2) =AV1

a0t (V1) + 0 0 (V2) = AV2

(0 0= N) (V1) + o (V2)=0

(0 0= ) (V2) + oo (V1) =0

Fazendo A = 1,V1=o0.e V2= 0, na primeira equacao:

(0te 0= 1) (ote) + e oty (Ow) = - O Oty Ole+ AL O Oy = 0

Na segunda equacao:



(ot atp- 1) (0) + Oty 0te (Cle) = - Ol O Ol + ALy O Ol = 0

Os proprios coeficientes de | Aa> sdo os componentes do autovetor => |Aa> é esse

autovetor.
Seh = 0,
(0 o) (V1) + acaw (V2) = o (o (VD) + o (V2)) = o (<AL V)
(o o) (V2) + op e (V1) = ap (o (V2) + o (V1)) = o (<AL | V)

Essas expressoes sdo o produto escalar de | Aa> por algum vetor. Como esse é um
espaco vetorial de 2 dimensdes, existe exatamente um vetor ortogonal a |Aa>.

No caso geral de um estado produto, para varios subsistemas, o vetor de estado do
subsistema considerado é um autovetor da matriz de densidade com autovalor = 1.
Todos os demais vetores ortogonais a ele também sdo autovetores dessa matriz, com
autovalor = 0.

Temos um critério para saber se o vetor de um sistema composto é ou ndo um estado
produto. E caso ndo seja, dizemos que o estado tem alguma correlacao.

Ex1:

|A>=1/5 (3|cc>+ 4|cb>)

Pa=>  OlecOlec + Oleh Oley Olec Olpe + Olep Ol
Otbe Olce + Olip Ol Clbb Olpp + Olbc Ol

=>
9/25 + 16/25 0 => 1 0
0 0 0 0

Para saber se 1 € um autovalor dessa matriz:
V1+0V2=V1e0OV1+0V2=V2

1 é um autovalor, para um autovetor proporcional a (1 0),
Portanto |A.> = |c>

E|A>?

Como é um estado produto: |A>= |A,> * |A> = [c> * |Aps

Logo |A,>=1/5(3|c>+4|b>)



Ex2:

|A>=1/2 (|cc>+ |cb>+ |bc>+ |bb>)

Pa=>  OlecOlec + Olep Ol Olec Ol + Ol Ol
Otbe Olce + Ol ety Ol Olbp + Olp Ol
=>
1/2 1/2
1/2 1/2

Para saber se 1 € um autovalor dessa matriz:
V1/2+V2/2=V1eV1/2+V2/2=V2=>bastaqueV2=V1

Portanto |A.> = |Ay>=+/2/2|c>++/2/2|b>

Ex3:v/2/2 (|cc> + | bb>)

Pa=>  OlecOlec + Oleh Oley Olec Olbe + Olep Olp
Otbe Olce + Ol Ol Ol Olpb + Ol Ol
=>
172 0
0 1/2

Para saber se 1 é um autovalor dessa matriz:

V1/2+0=V1e0+V2/2=V2=>as equacdes sO sao satisfeitas se V1 e V2 =0, logo 1
nao é um autovalor => o estado é correlacionado (entangled).



Observaveis Continuos

Todos os exemplos vistos até agora com spins tem como resultados possiveis valores
discretos. Sao autovalores correspondentes a autovetores de operadores lineares, e o
nimero de valores possiveis esta limitado pela dimensao do espaco vetorial. No caso
de um sistema simples de um spin, a dimensao era 2. Para dois spins, a dimensao era
4,

Mas a mecanica quantica se propoe a ser a descricao mais correta da realidade, com
os resultados da mecanica classica sendo aproximacoes para escalas maiores. Variaveis
continuas como posicdo e momento sdo tipicas da mecanica classica e devem estar
presentes na formulacdo quantica. O que veremos a seguir é como tratar variaveis
continuas usando conceitos como operadores lineares, autovalores e autovetores.

Uma caracteristica dos vetores é poderem ser expressos como combinacao linear de
outros vetores, chamados de bases. Mudando os vetores de base, mudam os
coeficientes da combinacao linear para representar esse mesmo vetor. Uma
caracteristica dos observaveis é serem operadores lineares hermitianos, e gerarem
uma base de autovetores, em nimero igual ao da dimensao do espaco vetorial, com os
guais um vetor de estado pode ser representado.

Para observaveis continuos, os autovetores serdao funcoes em geral complexas de
variaveis reais, que sao seus autovalores. Diferentes observaveis terao diferentes
autovetores e autovalores. O equivalente aos coeficientes da combinacao linear nas
variaveis discretas sdo chamados funcdes de onda. Fica claro que essas funcdes de
onda sao diferentes conforme os autovetores, que por sua vez sao uma caracteristica
do observavel em questao.

No caso do spin, usamos sempre os autovetores do operador o,: |c> e |b> para
representar os vetores de estado. Aqui, vamos inicialmente usar os autovetores do
operador posicao, (que sera explicado logo adiante) para representar os vetores de
estado. Assim, funcoes de x nos exemplos abaixo sao realmente vetores expressos por
meio dos autovetores do operador X (posicado).

Abaixo, vamos exemplificar com funcoes de uma variavel, e fazer uma associacao de
suas propriedades com os vetores de estado vistos anteriormente:

Funcao f(x) vetor |A>
f1 +f2 = outra funcao |A1>+ |A2> = outro vetor
fl+f2=f2+f1 |A1>+ |A2>= |A2> + |Al1>

(f1+f2) +f3=f1+(f2+f3) (|A1>+|A2>)+|A2> = |A1>+(| A2>+| A2>)



f+0=f |A>+]|0> = | A>

f+(-f)=0 |A>+(-|A>) = |0>

af(x) = f(ax) (oo complexo) o A> = |aA> (o complexo)

a(f1 +f2) = afl + af2 a(|A1>+|A2>) = <aAl> + |aA2>

(al+ af = alf + o2f (al + a2) |A> =al|A>+a2|A>

O que estd mostrado acima para os kets pode ser escrito para os bra, bastando
substituir as fungoes pelo seu complexo conjugado.

Produto escalar:

Expressando vetores em uma determinada base, o seu produto escalar é o somatério:
<A|B>=(<c|lol +<bla2)( Bl|c>+p2|b>)=al” Bl + a2 P2

Para funcdes o produto escalar passa a ser:

<flg>= [ f*[x|glx|dx

Essa definicdo do produto escalar mostra que o espaco vetorial das funcoes de uma

variavel é o conjunto de nimeros reais, e a dimensao desse espaco é infinita.

Um vetor convencional, num espaco com 2 dimensoes, pode ser representado por um
par ordenado, em que cada numero do par € um namero complexo, resultante da
projecao do vetor em cada vetor de base.

Uma funcao de uma variavel € um conjunto infinito de nimeros complexos, cada qual
correspondente a um namero real “x”.

Probabilidades:

Para um vetor expresso como soma dos autovetores de um observavel, ex:
|A>=al|V1>+a2|V2>,

A probabilidade associada ao autovalor A1 correspondente a V1 é:

P(A1) = al* al

Para funcdes, a densidade de probabilidade associada ao autovalor correspondente a
um determinado autovetor f é:



(x) = f*[x|f x|

Como o somatério de probabilidades para todos os autovalores deve ser 1:

ff* x)dx =1

E o interesse esta em geral em saber a probabilidade do observavel estar numa faixa
de autovalores:

X1 >X2 J. f*

Operadores lineares
Ha dois operadores lineares continuos fundamentais, a posicdo e o momento:

O operador posicao é definido como X f|x /= xf(x). Aplicar o operador numa funcao de
X, € multiplica-la por x.

Da forma como é definida, X (af(x) + pg(x)) = o Xfx| + p Xg[x|=> X & um operador
linear.

Pela definicdo de operador hermitiano, <i|L|j> é o complexo conjugado de <j|L|i>.
Usando a definicao de produto escalar para fungdes continuas:

<f|X|g> = <f|x|g>= | f*|x|xg(x]dx

<g|X|f>= <g|x|f>= [ g*(x|xf(xdx

Como x é um numero real, essas duas expressoes sao complexos conjugados,
mostrando que X é um operador hermitiano.

0
O operador momento P é definido como -ih=—.

0x

(af(x+pglx)) = oc(—ihg—)]: )+ B(—ihg—i) => P é um operador linear.

<tlPlg> = [ +(x(-1n99)ax=—in [ =[x 9

<g|P|f>=fg*(x] lh f 1hfg afdx



Usando integracdo por partes, f g*(x]g—)':dx = (g*|+oo|f (+00) - g*[—oo|f(—00)) -

[-"f(x)(9g™ (x)/9x)dx, e usando o fato de que as funcdes f e g tendem a zero no

+00

infinito para que seja possivel que a probabilidade total seja 1: f f*[x)f(x)dx =

—00

f g*[x|glx)dx =1,

<f|P|g> = —ihf f*(x)%dx

<g|P|f>=-iA[. " -f(x)(dg* (x)/ox)dx = iA[. " f(x)(dg™* (x)/dx)dx

E as expressoes sao complexos conjugados, mostrando que P é também um operador
hermitiano.

Autovetores dos operadores

Para o operador X, um autovetor seria uma funcao f de x tal que Xf =xf = Af, onde A é
o autovalor. Para isso ser possivel: (x - AMf = 0. Essa funcao deve ter a propriedade de
ser igual a zero sempre, exceto no ponto em que x = A.

A funcio com essa propriedade é chamada de funcao de Dirac (x—y), sendo definida

de forma que para um f(x) dado: f S(x—y)fly|dy = f(x).

Ela s6 se torna relevante numa vizinhanca muito pequena de x, sendo zero fora dessa
regido. Mas nela assume valores altos o suficiente para que o produto 6 (x—y)dy (area
da curva) = 1.

Seja por exemplo a funcdo g(x-y) = n/v/ir / (exp(n|x-y|)2. Para n = 10, o grafico abaixo
mostra a funcao em torno de x = 1. A 4rea sob a curva = 1.
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A funcdo & (x—y) seria o limite de g(x-y) quando n->o. A vizinhanca do ponto pode ser
feita tao pequena como desejado.

Voltando ao autovetor para o operador X. Para um autovalor A = Xxo, vamos verificar
se uma funcao f(x) =8(x- xo) € um autovetor:

Xf(x) = xf(x) = xo0 (x- Xo). Essa expressdo € valida porque, para qualquer x<> Xo, 6 (x-
Xo) € tio perto de zero como desejado, resultando na identidade 0 = 0. E 6 (x- x,) s
assume valores diferentes de zero para valores de x tdo perto de x, como desejado,
resultando na identidade xo= xo.

Em mecanica classica ndao ha dificuldade em dizer que uma determinada particula esta
na posi¢ao Xo. A afirmacao equivalente na mecanica quantica é que o autovalor do
observavel posicao é x,, e que seu vetor de estado é o autovetor 6 (x- x).

Para um operador P, um autovetor deve satisfazer a expressao: Pf(x) = Af(x), onde A é
um numero real, um autovalor de P.

Pf(x) = -iha](;(xx) = Mf(x). Esta € uma equacao diferencial cuja solucao é:

f(x) = Ae™. Chamando do autovalor de momento de p:

f(x) = AP

+00

A exigéncia de normalizacao f Ae' ™ Mdx =1 para o autovetor obriga A=1 /N2m

— 00



Logo f(x) = [1/(21)'Y?]exp(ipx/h) é a funcio autovetora de P para o autovalor p.

Assim como no caso do spin, expressamos os autovetores de o,com os autovetores de
0 (|c> e |b>), aqui também estamos expressando P como funcio dos autovalores do
operador X, ja que f é uma funcao de x.

Transformada de Fourier

Vimos no inicio do capitulo que para funcoes, a densidade de probabilidade associada
ao autovalor correspondente a um autovetor f é:

P(x) = f*[x|fx]

Se quisermos saber a densidade de probabilidade associada ao autovalor p
correspondente a um autovetor do momento, temos que obter a representacao da
funcao como funcao de p:

P(p) =¥ *(p|¥p

Recordando o operador identidade para vetores de estado discretos, se |A> = a|c>+ f
|b> pode ser expresso como I|A> = (|c><c| + |b><b|)|A> porque o resultado é o
préprio |A>= a|c>+ B|b> como se espera de um operador identidade. No caso geral: |
= 2;[j><jl]

Para os vetores da base |x> e |p> da posicdo e momento respectivamente,
substituindo o somatorio por integral:

1= [dx|x><x|

I= [dp|p><p]

Suponhamos que é conhecida a representacao da funcao de onda W por meio dos
autovetores do operador posicao X, e queremos saber a representacao na base do
momento P.

Os coeficientes, que no caso continuo sdo chamados de funcdes de onda, que
multiplicam cada autovetor de X sdo um resultado de um produto escalar:

P(x) = <x|y>

E importante ressaltar que <x| nio é a variavel x, mas o autovetor §(x - y), portanto
pela definicao de produto escalar de funcdes continuas:

Wix) = <x|y> = [ §(x—y)¥(y)dy



Os coeficientes que multiplicam cada autovetor de P sdo por sua vez:

@(p) = <p|@>, onde <p| sdo os complexos conjugados dos autovetores de P.

Nos ja vimos que as funcdes de onda de um autovetores de P, expressa pelos
autovetores de X é:

<x|p> = [1/(2m)“?]exp(ipx/h).
Seu complexo conjugado é <p|x> = [1/(21)"Y?]exp(-ipx/h).

Usando a definicdo de produto escalar e a expressdo para o operador identidade |
X><X|:

Q(p) =<p|@>= [ “dx<p|x><x|y>=[1/(2m)*¥?] [ *exp(-ipx/A)P(x)dx

Como se pode ver, o resultado dessa integral sera uma funcao de p, os autovalores do
momento.

O mesmo pode ser feito, se forem conhecidas as funcdes de onda expressas pelos
autovalores do momento P, e quisermos saber as funcées de onda do mesmo vetor de
estado para os autovetores do operador posicao X:

W(x) = <x|p>= [.."dx<x|p><p|y> = [1/(2m)"?][..""exp(ipx/) @ (p)dp

Essas duas equacoes ¢p(p) e P(x) sdo transformadas de Fourier uma da outra.

Principio de incerteza de Heisenberg

Vimos no estudo de estados compostos de dois spins, que algumas vezes é possivel
medir 2 observaveis, um para cada subsistema. Mas que a condicdo para isso é que os
operadores comutem. Caso isso nao ocorra, existe um grau de correlacdo entre eles
gue leva a uma incerteza no valor médio de suas medidas:

AL AM >=(1/2)]i<y|[L, M]|y>|

Nao é possivel através de refinamento na técnica experimental, diminuir o desvio
padrdo das duas médias abaixo da desigualdade acima, onde [L , M] é o comutador dos
operadores.

Para os operadores X e P, o comutador [X, P]y = (XP - PX)y = (x(—ih%—q]) - (—iha(axlp)).
X X
Pela regra de derivada de produto: [X, P]y = x(-iha—IP) - (-ihxa—lp - ihy) = ihy

0 X 0x



[X, P] =ih.
Aplicando a desigualdade acima:

AX AP >=1/2 |i<y|ih|y>|
Como h é uma constante, o produto escalar de <@ |y>=1,ei*i=-1.

AX AP >=h/2

No caso dos observaveis posicao e momento, o produto das incertezas ndo é nunca
menor que metade da constante reduzida de Planck.

Equacées do movimento

Na mecanica classica, um conceito fundamental é o da inércia. Um corpo sem forcas
atuando sobre ele se movimenta com velocidade constante. O seu Hamiltoniano é a
expressao de sua energia cinética: H = 1/2 mv? ou como o momento P =mv, H =
P%/(2m).

Usando a definicdo de momento como o operador P e a equacao de Schroedinger para
o operador hamiltoniano H = P?/ (2m) :

i1’1aa—l§J =HW=P?/(2m) W = 1/(2m) P PW = 1/(2m) (-iha%( -ih%—i])) = -h?/(2m)(0*W/0x’)

Seguindo o roteiro para resolver esse tipo de equacao, primeiro verificamos se ha
solucoes de W que nao dependam do tempo, mas apenas de x. Isso equivale a achar os
autovetores do Hamiltoniano: HW = AW.

-h%/(2m)(0°W/9x3) = AW

A solucao geral para um W complexo é do tipo senoidal: W = cos((2Am)¥?x/ h) +
isen((2Am)'¥?x/ h). Fazendo A = P?/(2m) e colocando na forma exponencial:

l'IJ)\, = eipx/h
Essas funcdes s3o os autovetores do Hamiltoniano, para autovalores A = p?/(2m).

Novamente seguindo o roteiro, a solucao dependente do tempo da equacao de
Schroedinger para cada A agora é simples:
ovY

ihﬁ =AW => Y(t) = W,e "' Substituindo o valor de W;:

LIJ(X,t) - eip(x——z%)/h



Como qualquer valor admissivel de p satisfaz a equacao, a solucao geral é a integral:

W(x,t) = 1 /[1/(2m)*?][_.*@(p)explip(x-pt/(2m))/A]dp, onde o fator 1/ (2m)*? esta

destacado das fungdo @(p), por convencao Util para a transformada de Fourier.

Se soubermos a funcio W(x,t), parat=0:

F(x) = W(x,0) = 1/(2m)"? [ " @(p)explipx/h]dp
Nesse caso, usando a transformada de Fourier:

@(p) = 1/(2m)¥?[__*“F(x)exp[-ipx/h]dx podemos obter para estudar a evolucio
temporal de W(x,t).

A medida em que t cresce, a partir de zero, a forma da funcao (W(x,t) ) se modifica em
relacdo a forma original W(x,0). Quando t atingir um valor tal que exp[ip(x-pt/(2m))/h]

= explipx/h+21],

ipx

W(x,t) = 1/m)Y2[_*@(p)explipx/A+2m]dp = W(x,t) =1 /2 f $(p)e" dp, queé
exatamente a funcao original.

Para isso, p’t/(2mh) = 2 => t = 2w h/E,, j que p?/(2m) é um autovalor de energia.

Qual seria a velocidade de um corpo de acordo com as equacoes acima? Como a
velocidade é a derivada da posicao em relacao ao tempo, e sabemos qual é o operador
posicao (X), podemos calcular o valor esperado da velocidade como a derivada de |X>
em relacao ao tempo.

Para calcular essa derivada, lembremos que d<L>/dt = (-i / h) <[L,H]>, para qualquer

operador hermitiano H.

Entdo: 9<X>/at = (-i / 1) <[X,H]>

Para uma particula livre de massa m, H=P?/ (2m).
a<X>/at = (-i / (2mh)) <[X,P*]>

P2 é o operador P aplicado 2 vezes.

9<xX>/at = (-i/ (2mn) ) <[X,PP]>



Um comutador de 3 operadores é por definicdo: [A,BC] = ABC - BCA. Se tomarmos os
comutadores [A,B]C = ABC - BAC e B[A,C] = BAC - BCA, vemos que [A,BC] = [A,B]C +
B[A,C]

Portanto: 9<X>/at = (-i / (2mh) ) <[X,PP]> = (~i / (2mh) ) <([X,P]P + P[X,P] >
Substituindo [X,P] pelo seu valor conhecido = ih,
9<X>/ot = (-i / (2mh) ) (ih)<P+P> = <P> / m.

Assim obtemos uma expressao que lembra a fisica classica, em que a velocidade é o
momento dividido pela massa, sé que numa relacao entre os valores médios dos
operadores.

Se a particula nao esta livre, mas imersa num campo cuja intensidade é apenas uma
funcao de sua posicao, o Hamiltoniano classico recebe um termo adicional (ver um
exemplo no anexo 6):

H=1/2 mv?+ V(x)
A quantizacdo desse Hamiltoniano resulta em:
H=P?/(2m)+V

Onde o operador V é apenas funcao de x, e o efeito desse operador sobre uma funcao
de onda é multiplica-la por V(x).

A deducéo anterior de que 9<X>/dt = (<P>/ m) nao é alterada, porque o comutador de

uma funcio de x (como V) com o operador X é zero.

Mas agora o momento nao deveria ser constante, ja que a particula ndo esta mais
livre.

9<P>/at =(-i / h) <[PH]>=(-i / h) <[P, (P*/ (2m) + V)]>
O comutador de P com P?, uma funcdo de P é zero, e a expressdo se reduz a:
9<P>/at = (-i /h) <[P, V)]>

Para saber o valor desse comutador, vamos aplica-la a uma funcao de onda genérica:

. ovY ov ovY .
) = -Ih(Va—X + ‘Pa—x - Va—x) = -ih

[P, VIV = P(VW) - V(PW) = -ih ‘NTV;‘U) -V(-ih

oy
0Xx
oV
q_'l_
0Xx



Portanto 9<P>/dt = (-i/h) <-ih%—‘;> = -<9V/9x>

Como esperado pela mecanica classica, a derivada do momento em relagao ao tempo
é a derivada do potencial em relacao a posicao, que é a forca num campo
conservativo. Mas novamente a relacao é valida para os valores médios do momento e
da forca.



Oscilador harmonico

Em mecanica classica o movimento periédico mais tipico € do sol, lua, planetas e
estrelas. A regularidade da proporcao entre o periodo de cada um desses astros é a
origem de nossas medidas do tempo, (e provavelmente da propria ideia de tempo).

A medida do tempo em pequenas unidades, bem menores que um dia, comecou a ser
feita com maior precisdao com o uso do péndulo. E o péndulo é apenas um exemplo do
gue é chamado oscilador harmoénico, em que a aceleracao é proporcional ao
afastamento do ponto de equilibrio, e direcionada a esse ponto.

Para quantizar o oscilador harménico precisamos do hamiltoniano (ver detalhamento
no anexo 6):

H=p-L=1/2mv?+ 1/2kx* = p*/(2m) + 1/2kx?
Substituindo k por mw?,
H=p%(2m) + 1/2 mwx?

Na quantizacdo, o momento e a posicao, além do préprio hamiltoniano, sao
operadores:

H =P?%/(2m) + 1/2 mwX?

Para encontrar os autovetores W de H, e seus autovalores E, que sdo os valores
possiveis de energia:

HW = (P?/(2m) + 1/2 mw’X*)W = EW
Substituindo os operadores pela sua definicao:
(-iho(-ihoW/ox)/ox)/(2m) + 1/2mw*x*¥Y = EY =>
-h20%W/0x? / (2m) + 1/2 mwA*W = EW

Uma solucao dessa equacao também deve ser normalizavel, a integral de - a +o

deve ser finita, para que pela divisdo por uma constante resulte em probabilidade = 1.
Uma solucio possivel é exp(-mw/(2h)x?):

OW/dx = (-mwx/h)¥

O*W/0x? = (-mw/h)W + (-mwx/h) OW/0x = (-mw/h)W¥ + m2wx*/h?Y

Substituindo o resultado na equacao:



-hA((-mw/h)W + m*wx¥/h*W) / (2m) + 1/2 mw**W = EY =>
whW/2 - mw>W /2 + 1/2 mwi*W = EY
Como os termos do meio se cancelam, a equacao é satisfeita se E = hw/2

Essa é uma das solucoes, devemos agora procurar pelas demais, sendo que a questao
da normalizacao serd examinada adiante.

O Hamiltoniano H = P¥/(2m) + 1/2 mw?X?, se fosse fatorado em:

(P/(2m)Y2 +i(m/2)"? wX) (P/(2m)Y? - i(m/2)V? wX) resultaria na verdade em um

termo adicional:

P?/(2m) + 1/2 mw’X*+ i/2w(XP - PX).

Sabemos que (XP - PX) = [X,P] = ih.

P?/(2m) + 1/2 mw?X? + i/2w(ih) = (P?/(2m) + 1/2 mw?X?) - (1/2)hw
Portanto a expressao correta para o H fatorado é:

H = (P/(2m)"? +i(m/2)"?wX) (P/(2m)*? - i(m/2)"?wX) + (1/2)hw

Esses termos entre paréntesis sdo operadores, e levam o nome de a*(elevador) e a’
(redutor).

a'=1/2m)Y2(P + imwX)

a = 1/(2m)*"2(P - imwX)

Em termos desses operadores, o Hamiltoniano se torna:
H=a"a+ 1/2hw

Definindo um operador chamado numerador: N=a"a
H=N+1/2hw

N, assim como H é um operador hermitiano, embora a* e a ndo sejam. Abaixo vemos
os valores de alguns comutadores que serdo Uteis adiante:

[a*,a]l=a"a-a a ' =[1/2m)Y2(P + imwX)][1/(2m)*¥2(P - imwX)] - [1/(2m)¥2(P -
imwX)][2/(2m)Y2(P + imwX)] = 1/(2m)[-imwPX + imwXP - imwPX + imwXP] =

= iw[XP - PX] = -hw
Jala,a']l=aa’-a*a =-[a',a]=hw

Por sua vez,



[a"’N]=a*N-Na‘=a‘a"a -a‘a a'=a’([a", a]) =>
[a*,N] =- hwa"

Finalmente,
[a,N]=aN-Na=aa'a-a'aa=[a,a]a=>
[a,N] = hwa

Para determinar os todos os possiveis autovalores de H, usaremos os operadores a*e
N, bem como o conceito de inducio finita (se um resultado vale paran =0, e se na
hipétese de ser valido para algum n, vale também para n+1, entdo esse resultado é
valido para todo n).

Vejamos se |W,.1> = a"|W,> é um autovetor de N, supondo que |W,> o seja, com um
autovalor n.

Na'|W,>= (a'N-a'N+Na")|W>=

=(a'N - (a'N - Na*))|W,> = (a'N - [a",N]) |W.>

Substituindo o valor de [a*,N] e usando a hipétese que N|W,> =n|W¥,>,
(@'N+hwa') |W,> =a'n|¥,> + hwa'|¥,> = (h+hw)a' | W,>

Resumindo: N|W,..> = (n+hw) | Wh>

Portando |W,.:> sera realmente um autovetor de N com autovalor (n+hw).

Mas ja vimos que um autovetor do Hamiltoniano, que podemos chamar de |W,> tem
como autovalor 1/2hw. Portanto H|Wo> = 1/2hw|Wo> => (N + 1/2hw) |Wo> = 1/2hw |
Wo>=> N|Wy>=0.

Portanto existe um autovetor|W,> de N com autovalor n = 0.

Logo: N|W;>=Na"|Wy> = (0 + hw)a'|Wo> = hw|W,>

Aplicando-se novamente a™:

N|W;>=Na"|W;> = (hw + hw)a"|W,> = 2hwa"|W> = 2hw|Wy>

Ha portanto um ndmero infinito de autovalores de N, tais que N|W,> = nhw |W,>
Como o hamiltoniano é H=N + 1/2hw,

H|W,> = (n+1/2)hw|¥,>



portanto os autovalores de H serdo da forma (n+1/2)hw.

Resta saber: hd uma sequéncia infinita também no sentido inverso? Dado um
autovalor n, havera sempre n-1?

O mesmo procedimento feito para a* também pode ser feito para a™:
Na|W.,>= (aN-aN+Na)|W,>=
=(@N-(aN-Na))|W,>=(aN-[a,N])|¥,>

Substituindo o valor de [a",N] e usando a hipdtese que N|W,> =n|W,>,
(@N-hwa)|¥,>=an|¥,> - hwa |¥,> = (n-hw)a’ | ¥V,>

Resumindo: N|W, ;> = (n-hw) |W,.1>

Portando |W,..> sera realmente um autovetor de N com autovalor (n-hw).

Como ja vimos que ha infinitos autovetores |W,>, as expressodes para os autovetores
de |W,.1> podem ser obtidos dessa forma.

Quando calculamos entretanto a” | W,> chegamos a um autovetor |W.;> com autovalor
de N =-hw, e como H=N+ 1/2hw => autovalor de energia = - 1/2hw. Que sentido
tem um autovalor negativo para a energia de um oscilador?

Por outro lado sabendo que |W,> = exp(-mw/(2h)x?),
a |Wo> = {1/(2m)Y2(P - imwX)}exp(-mw/(2h)x?) =

= {1/(2m)Y2(-iha/dx - imwx)}exp(-mw/(2h)x?) =

=1/(2m)"? (imwx - imwx)exp(-mw/(2h)x?) =0

Se |W.> =0, a aplicacio sucessiva de a resultarad sempre em zero. Assim, |W,>é a
primeira funcao de onda diferente de zero, e com energia positiva.

Fixando entao n = 0 para esse estado minimo, com o consequente autovalor zero para
N, a sequéncia de autovalores de energia possiveis de H é:

hw(0 + 1/2), hw(1 + 1/2), hw(2 + 1/2), hw(3 + 1/2), ...

Para obter as funcdes de onda dos demais estados é sé aplicar o operador a* ao estado
de energia imediatamente inferior. Assim por exemplo, para o estado seguinte ao de
minima energia, |Wo>:

a'|Wo>= a'( exp(-mw/(2h)x?)) = {1/(2m)Y2(P + imwX)}( exp(-mw/(2h)x?)) =



= {1/(2m)"Y2(-ihd/9x + imwx)}exp(-mw/(2h)x?) =

= 1/(2m)"? (imwx + imwx)exp(-mw/(2h)x?) =

= i(2m)Y2wxexp(-mw/(2h)x?)

Normalizacao

As integrais das densidades de probalilidade das funcées W,de -co a +co devem ser 1:
Para |Wy>:
<Wo|Wo> => [ [exp(-mw/(2h)x?)*dx = [ [exp(-mw/(h)x?)dx

= (n/(mw/h))Y? = (hr/mw)Y? (Ver anexo 1)

A normalizacao da funcao exige portanto que:

|Wo> = (mw/hr)““exp(-mw/(2h)x?)

ou Ao = (mw/hr)V

Considerando agora que um dado |W,> estd normalizado, temos que:

[™(@W,)2dx = <W,|a a*IW,> = [W,*a a*W,dx =

= [LW *[-h?/(2m)3%/9x* +(1/2)mwX’ + (1/2)hw]W, dx (ver anexo 2)

= [ W [(n+1/2)hw + (1/2)hw]W,dx (Substituicdo pelo autovalor do hamiltoniano)

= [ A [(n+1)hw]W, dx = (n+1)hw [ W, * W, dx = (n+1)hw [ (W,)? dx
J

Resumindo:

["(@W,)? dx = (n+1)hw [ (W,)? dx

Mas pela hipotese da normalizacdo de W, " (W,)? dx =1

[ (@ W,)? dx = (n+1)hw

Portanto, para que W,.;também esteja normalizado,



-ia'W, = [(n+1)hw]Y?W,,
pois nesse caso:

[P (Whi)? dX = [ Wh* Wi dx = [L(@W,)* (@ W,)/[(n+1)hw] =

=["(@'W,)* dx = (n+1)hw/[(n+1)hw] = 1

Como ja vimos que |Wo> = (mw/hr)“exp(-mw/(2h)x?),
|W1> = -ia"Wo/[(0+1)hw] ™V = -i/[hw] P a W, =

= -i/[hw]Y?iAo(2m) Y wxexp(-mw/(2h)x?) =

= -i/[hw]V? (mw/hirt) Y2i(2m) Y wxexp(-mw/(2h)x3),

ou A; = -i/[hw]Y?(mw/hrt) Y4

1/4)

Como a cada n, multiplica-se (mw/hrt)Y* por -i[(n+1)hw], para n>=0=>

A, = -i"/(n!(hw)") ™ (mw/hrr) ¥

Por exemplo, para calcular |W,>, aplica-se a*a*exp(-mw/(2h)x?) e depois acrescenta-se
o coeficiente de normalizacdo acima:

a‘a‘exp(-mw/(2h)x3) = a'Ti(2m)"Y?wxexp(-mw/(2h)x?)] =

=i(2m)Y2w(1/(2m)Y?)[-ihexp(-mw/(2h)x3) + ih(mw/h)x%exp(-mw/(2h)x?) + imw>x%exp(-
mw/(2h)x?))] =

= w/(2m)[h - h(mw/h)x* - mw?x* lexp(-mw/(2h)x?) =

= w/(2m)[h - mwx® - mw>* lexp(-mw/(2h)x?)

|W,> = -i"/(n!(hw)") Y2 (mw/hmr) Y w/(2m)[h - mwx? - mw?x? Jexp(-mw/(2h)x?) =
= 1/(2(hw)?)Y?(mw/hmn) Y w/(2m)[h - mwx? - mw?x? Jexp(-mw/(2h)x?) =

= 1/(2Y2(hw))(mw/hr) Y w/(2m)[h - mwx? - mw?x2 Jexp(-mw/(2h)x3)

ou A, = 1/(2"2(hw))(mw/hr) V4



Observa-se que nas funcoes pares como |Wy> e |W,> o seu valor de -x é igual ao de x,
e seu valor em x=0 é diferente de zero, as funcoes sao simétricas.

Ja para as funcbes impares como |W;>, a funcio é zero para x=0, e seu valor em -x é o
negativo do valor em x. As funcoes sao anti-simétricas.



Poco de potencial

No intervalo [0,a] o potencial é zero, e fora desse intervalo a funcio de onda é zero
porque o potencial é infinito.

Aplicando a equacao de Schroedinger independente do tempo para o intervalo:
-h%/(2m)dAp/dx? = EY

A solucéo é Y = Asen(kx + ) pois:

-h?/(2m)[-Ak?sen(kx + )] = E[Asen(kx + ¢)], desde que h?k?/(2m)=E, ou k = (2mE)"¥? / h.

Como a funcao de onda é zero fora do intervalo, a condicao de continuidade exige que
seja também zero nas extremidades do intervalo.

Y(0) = Asen(kO+¢) =0=>¢ =0

P(a) = Asen(ka) =0=> ka=nn=>k=nmn/a.

A solucdo completa sera: Y(x) = Asen(kx) , onde k= (2mE)*?/he k=nn/a=>
nrt/ a=(2mE)¥? / h => (2mE)"? = nhr/a, ou E = n?h#%/((2m)a?)

P(x) = Asen(nrmx/a)

Normalizando a funcao (ver anexo 9)

P(x) = (2/a)¥?sen(nmix/a)

Solucao dependente do tempo

A equacao de Schroedinger dependente do tempo, paraV =0, é:

-h?/(2m)0°P/0x* = ihd/ot

Testando a solucdo Y(x,t) = (2/a)¥?sen(nmix/a)exp(-iE t/h), onde E,= h?n?n?/(2ma?),

h?/(2m)(2/a)Y? n*n*/asen(nmnix/a)exp(-iEqt) = ih(-iE./h)(2/a)Y?sen(nrix/a)exp(-iEqt/h)

=>
E.(2/a)Y? sen(nmix/a)exp(-iE.t/h) = Eq(2/a)"?sen(nmx/a)exp(-iEqt/h) => OK.

A normalizacao é preservada pois a parte dependente do tempo vezes seu complexo
conjugado é 1.



Ortogonalidade das solucoes
Cada  depende de n, e pode ser portanto indexada como ..

Caso repetirmos a integral usada na normalizacao acima, mas para * relativaaumn
diferente de :

[ [(2/a)Y?sen(ntx/a)exp(iEat/h)] [(2/a)Y?sen(n,mx/a)exp(-iEqst/h)]dx =
=(2/a)[ sen(nytx/a)sen(n.rix/a)exp(iEq. t/h)exp(-iE.t/h) dx =

= (2/a)[ sen(nytx/a)sen(n.rix/a)exp(i(En-Eq)t/h)dx =

como sen(u) = -i[exp(iu) - exp(-iu)]/2 =>

(2/a)f (-1/4)[exp(ingx/a) - exp(-inyx/a)][exp(inzrix/a) - exp(-in.rix/a)] exp(i(Eq:-
En2)t/h)dX =

= (2/a)f(-1/4)[exp(i(n+ny)rx/a) - exp(i(ny-ny)mx/a) - exp(-i(ny-n.)mix/a) + exp(-
i(ns+n,)mx/a)] exp(i(En-Enz)t/h)dx

Como [exp(iu) + exp(-iu)] / 2 = cos(u) =>
(2/a)[(-1/4)[2cos((ni+n2)rix/a) - 2cos((nq-n2)rix/a)] exp(i(En-Enz)t/h)dx =
=(-1/a)[[cos((n1+n,)1tx/a) - cos((ni-n,)rix/a)] exp(i(En-Eno)t/h)dx =

=(-1/a)[(a/(n1+n2)m)sen((n+n2)mx/a) - (a/(ni-na)m)sen((ni-ny)rix/a)] exp(i(Eni-Enz)t/h| o =
0

Portanto [y,*{.dx = 0 para m<>n, => funcdes sio ortogonais.

Na notacao de Dirac: <, |P.>=0

Como ja vimos que <, | P> = 1, as funcdes sdo ditas ortonormais.

Superposicao de solucoes

Uma combinac3o linear de solucdes do tipo C1| ;> + C2|,..> ao ser substituida na
equacao de Schroedinger dependente do tempo resulta em:

[h%/(2m)](2/a)"?[C1n*n?/a’sen(ngix/a)exp(-iEat/h) + C2n,%m%/a%sen(n,mx/a)exp(-iEqst/
h)] = ih(2/a)"? [C1(-iE/h)sen(n.ix/a)exp(-iEnt/h) + C2(-iE./h)sen(n.ix/a)exp(-
iEot/h)] =>

[h%/(2m)nsrt¥/a® - EnC1| Wne> + [A%/(2m)n2i?/a? - Eqn]C2 | Pn> =0 =>



Fazendo o produto escalar por <,;| para usar a propriedade da ortonormalidade das
funcoes:

[h%/(2m)(n,*t%/a? = Eny]CL1<Wnt | Wnr> + [A/(2m)N2m%/a% - Ena]C2<Uns | Pn2>] = 0 =>
[h%/(2m)n,*t*/a® - E.1)C1 = 0. A equacio é valida independentemente de C1 se:
En = h?n2mt?/(2ma?).

Se fizermos o produto escalar com <y, |:

E.. = h?n,2ni?/(2ma?).

Portanto, qualquer combinacao linear de solucdoes também é uma solucao, ja que E,; e
E.2que aparecem na parte temporal das funcoes foram definidos exatamente como as
expressoes acima.

Qualquer funcao f(x) pode ser representada como uma soma infinita (série de Fourier)
de solucdes |,>, desde que sejam usados os coeficientes Cn apropriados. A
determinacao desses coeficientes usa a ortonormalidade das funcodes:

[f(x)>=C1| P>+ C2| P>+ ...+ Cn|Pn>...

Multiplicando-se por <, | dos 2 lados da equacao, todos os termos desaparecem
exceto Cn, que fica multiplicado por 1.

Assim:

Cn = <, |f(x)> = [ f(x)(2/a)V?sen(nrx/a)dx.

Isso significa que, sendo dada uma funcdo normalizada (x,0), ela pode ser expandida
como uma série de Fourier, com os coeficientes determinados pela férmula acima. A
funcao completa P(x,t) = (2/a)V?[C1sen(1nx/a)exp(-iEit/h) + C2sen(2mx/a)exp(-
iEot/h) + ... + Cnsen(nmx/a)exp(-iE.t/h)... ] pode ser usada entio para determinar as
probabilidades e valores esperados de grandezas como momento, posicao ou energia.

Um exemplo

Suponhamos que Y(x,0) = A[sen(rix/a) + sen(2rx/a)], ou seja uma combinacao linear
dos 2 primeiros termos (n=1 e n=2).

Normalizando a funcao:

<P| P> =1=>A?[[sen*(rx/a) + sen*(2rix/a)] dx = 1 (porque os produtos com n’s
diferentes desaparecem)



Usando que sen(u) = -i[exp(iu) - exp(-iu)]/2:

A? [ [-1/4(exp(inx/a ) - exp(-inx/a ))? - 1/4(exp(i2nx/a ) - exp(-i2rnx/a ))?] dx = 1=>
-A?%/4 [ [exp(i2rix/a ) + exp(-i2nx/a ) - 2 + exp(id4rix/a ) + exp(-idrix/a ) - 2]dx = 1 =>
-A%/4 [ [2cos(2mx/a) + 2cos(4nix/a) - 4] dx =1 =>

-A%/4 [2a/(2m)(sen(2rx/a) + 2(a/4n)sen(4nx/a) - 4x]o° = 1 => como as integrais dos
Senos sao zero:

-A%/4(-4a) = 1=>A = 1/a"?.
Portanto Y(x,0) = (1/aV?)[sen(rtx/a) + sen(2nx/a)].
P(x,t) = (1/a'Y?)[sen(nx/a)exp(-ih m?/(2ma?)t) + sen(2mx/a)exp(-ih4n?/(2ma?)t)].

PA(x,t) = (1/a)[sen?(rx/a)+ sen?(2rix/a) + sen(rx/a)sen(2mx/a)exp(-i3h t?/(2ma?)t) +
sen(rix/a)sen(2nix/a)exp(ih3r?/(2mad)t)] = >

PA(x,t) = (1/a)[sen?(rx/a)+ sen?(2rix/a) + 2sen(rix/a)sen(2rix/a)cos(h3m?/(2ma?)t)]
Fazendo w = hrt?/(2ma?),
P?(x,t) = (1/a)[sen*(rix/a)+ sen?(2rx/a) + 2sen(nx/a)sen(2rnx/a)cos(3wt)]

<x> =< |x| P> = (1/a)[x[sen?(rx/a)+ sen?(2rx/a) + 2sen(rix/a)sen(2rix/a)cos(3wt)]dx =>

Separando a integral em seus 3 termos:
1) [ xsen?(rix/a)dx = (1/2)f x[1 - cos(2rx/a)] dx =

=(1/2) [x¥/2 - (a/(2r)xsen(2nix/a) + (a/(271))*cos(2nx/a))]o* = a%/4

2) [ xsen?(2rix/a) = (1/2)[ x[1 - cos(4nix/a)] dx =

=(1/2) [x¥/2 - (a/(4n)xsen(4mx/a) + (a/(4m))*cos(4nix/a))]® = a*/4

3) [ x2sen(nix/a)sen(2rix/a)cos(3wt)]dx = [ [xcos(rix/a) - xcos(3rix/a)]cos(3wt)]dx =

= [(a/mixsen(nix/a) + (a/m)?cos(rix/a)) - {(a/(3m)xsen(3mx/a) +
(a/(371))%cos(3rx/a))}cos(3wt) | *



= [-2(a/m)*+ 2(a/(3m))?]cos(3wt) = -16a%/(91%)cos(3wt)
Logo

<x> = a(% - 16/(91?))cos(3wt)

Quando t = 0 => <x> = a(% - 16/(911%))

Quando t =1/(6w) =><x>=0

Quando t = 1/(3w) => <x> = a(16/(911%) - 1)

Amplitude de oscilacdo = a(% - 16/(911%)) ou app. 0.32°

A frequéncia da oscilacio sera 3w/(2n), o inverso do periodo.

<p>=md<x>/dt = -ma(% - 16/(91%))3wsen(3wt) = -ma(¥ -
16/(911%))3hr®/(2ma?)sen(3wt) =

=-(1/4 - 8/(91?))3hmr?/(a)sen(3wt) =>

<p> = [(8h/3 - 3hrt*/4)/a]sen(3wt)

<H>=<Q[H|Y>
H| > = -h?/(2m)o4/ax?[(1/a'Y?)[sen(rx/a)exp(-iwt) + sen(2mx/a)exp(-idwt)]] =
=h%/(2ma'¥?)[(n/a)%sen(rx/a)exp(-iwt) + (211/a)%sen(2nx/a)exp(-i4wt)]

<P |H|P>=h¥(2ma¥?)(1/a¥?)[sen(rx/a)exp(iwt) +
sen(2rix/a)exp(i4wt)][(1/a)*sen(rix/a)exp(-iwt) + (2r1/a)?*sen(2nx/a)exp(-idwt)] = >

<H> =< |H|Y> = [ h¥/(2ma)[(r/a)*sen?(nx/a) + (211/a)?*sen?(2rix/a) +
(r/a)?sen(rix/a)sen(2rix/a)exp(i3wt) + (2r1/a)?sen(rnix/a)sen(2rix/a)exp(-idwt)] =>

=> <H> = (hw/a)[ [sen?(rx/a) + 4sen?(2rix/a) + sen(rx/a)sen(2mix/a)exp(i3wt) + 4sen(rx/
a)sen(2nx/a)exp(-i3wt)]dx

onde w = hi®/(2ma?)

=> Para o primeiro termo:

[ sen?(rix/a)dx = [ (1 - cos(2mx/a))/2 dx = x/2 - (a/(2m)sen(2nix/a)) | o* = a/2



Para o segundo termo:

4f sen’(2rix/a)dx = 4f (1 - cos(4mx/a))/2 dx = 2x - (a/(rt)sen(4nx/a)) | o* = 2a

Para o terceiro termo:
[ sen(rix/a)sen(2nix/a)exp(i3wt)dx = [ % [cos(rix/a) - cos(3rix/a)]exp(i3wt)dx =

= Y[(a/m)sen(mx/a) - (a/3m)sen(rix/a)]exp(i3wt)| o =0

Para o quarto termo:
4f sen(rix/a)sen(2nix/a)exp(-i3wt)dx = 2f [cos(rix/a) - cos(3mx/a)]exp(-i3wt)dx =

= 2[(a/m)sen(rix/a) - (a/3m)sen(mx/a)lexp(-i3wt) | o* =0

Logo <H> = (hw/a)(a/2+2a) = 5hw/2

Comparando com as 2 fungdes estacionarias:

-h2/(2m)o*P/ax?[(1/a"?)[sen(rx/a)exp(-iwt)] = h¥/(2m)[(1/a"?)(n/a)?sen(rx/a)exp(-
iwt)]

O autovalor E; = h%/(2m)(n/a)?= hw

-h2/(2m)o*/ox?[(1/a%?)[sen(2rx/a)exp(-i4wt)]] = h¥/(2m)[(1/
aY?)(2n/a)%sen(nx/a)exp(-idwt)]

O autovalor E, = h%/(2m)(2r/a)?= 4hw

Num caso classico, em que uma particula oscilasse livremente entre 2 paredes, com
choques elasticos, sua energia seria constante E = (1/2)mV?

Por outro lado, o periodo de oscilacdo seria T = 2a/V e a frequéncia seria v = V/(2a)
Portanto E = (1/2)m(2av)*= 2ma*?
O valor esperado da energia nesse exemplo foi de 5hw/2 = 5h*°/(4ma?)

Uma particula classica de mesma energia E = 2ma?v? = 5h*t®/(4ma?). Portanto a sua
frequéncia seria de:



v = (5/8)"hr/ma’
Usando a definicdo de w = hrt/(2ma?) para substituir o valor de ma?,
v = (5/8)"?hr/(hr?/(2w)) = (5/2)7?(w/mt) ou cerca de 1.58(w/m)

Compare-se com v = 3w/(2m) ou 1.5(w/m).



Particula livre

Caso a funcao potencial V(x) seja zero ndo apenas num intervalo, como num poco de
potencial, mas num espaco ilimitado, a solucao do Hamiltoniano é simplesmente

W(x) = Aexp(ikx) + Aexp(-ikx), pois substituindo:

-h20%W/0x? / (2m) = EW =>

=> A[h%k?/ (2m)]exp(ikx) + A[h’k?/ (2m)]exp(-ikx) = EA[exp(ikx) + exp(-ikx)],
o que é valido se E=h%?/(2m).

A solucao estacionaria da equacao de Schroedinger é:

W(x,t) = Aexp(ikx-iwt) + Aexp(-ikx-iwt) pois substituindo:

ihoWw/at = -h?9°W/ox* / (2m) =>

hwA[exp(ikx-iwt) + exp(-ikx-iwt)] = A[h?k?/ (2m)]exp(ikx-iwt) + A[h%k?/ (2m)]exp(-ikx-
iwt)=>

=>hw = h%k?/ (2m) ou: w=hk?*/ (2m) = E/ h.
Colocando ik em evidéncia na solucao:
W(x,t) = Aexp(ik(x-hk/(2m)t)) + Aexp(-ik(x+hk/(2m)t))

Para um dado valor do argumento x-hk/(2m)t, a primeira parcela da solucao é
constante, ou seja: x- hk/(2m)t = const => x = const + hk/(2m)t, o que pode ser
interpretado como um movimento de um valor fixo da funcdo (Aexp(ikconst)) na
direcio positiva do eixo x, com velocidade v = hk/(2m)

De modo analogo, para um dado valor do argumento x+hk/(2m)t, a segunda parcela da
solucdo é constante, ou seja: x+ hk/(2m)t = const => x = const - hk/(2m)t, o que pode
ser interpretado como um movimento de um valor fixo da funcio (Aexp(-ikconst)) na
direcdo negativa do eixo x, com velocidade v = -hk/(2m).

Podemos incorporar no parametro k o sinal da velocidade:

Wi(x,t) = Aexp(i(kx-hk?*/(2m)t)), com a direcdo da propagacdo dependendo do sinal de
k.

Essa solucao seria estacionaria porque a probabilidade associada a uma determinada
posicao nao varia com o tempo:

W * (Xo,t) Wi(Xo,t) = [A exp(-i(kx-hk?/(2m)t)) [[Aexp(i(kx-hk?/(2m)t))] =

= AZexp[0] = A®



Entretanto surge um problema. A densidade de probabilidade é constante, é
igualmente provavel que a particula esteja em qualquer ponto. Mas isso ndo é
consistente, pois por menor que seja A, sempre havera um intervalo [xo,X:] para o qual
a integral dessa densidade chega a 1. Portanto a particula certamente estara nesse
intervalo.

Mas se entdo aumentarmos o intervalo para [Xo,X2], X2 > x1, a probabilidade sera maior
qgue 1. Diz-se que essa solucao nao é normalizavel.

Portanto nao ha particulas livres em solucao estacionaria, ao contrario das imersas
num poco de potencial, ou num potencial correspondente a um oscilador harménico.

Solucoes nao estacionarias
Testando uma combinacao linear de solugdes estacionarias como:

W(x,t) = C1Wi(x,t) + CWia(x,t) = Ci[Arexpli(kox-hk:*/(2m)t))] + C[Aexp(i(kox-
hk,%/(2m)t))]

na equacao de Schroedinger:
ihow/ot = -h20*W/ox? / (2m) =>

=> C1h2k12/ (2m) L-I',l(X,t) + Czhzkzz/ (2m)‘-lJ2(X,t) = C1h2k12l4—’1(x,t)/(2m) +
Coh?k,"Ws(x,t)/(2m),

Qualquer combinacao linear é solucao, independente dos coeficientes.

Entretanto persiste o problema da normalizacao:

W(x,t) Wx,t) = [Cy Wq (x,t) + C; Wy (x,t)][CiWs(x,t) + CW,(x,t)] =

=Cy W1 (X,H)Wi(x,1) + C; CW, (X, £)Wa(x,t) + Ci CWs (x,H)Wa(x,t) + Cy CW, (x,t) Wi (x,t)=

= C12A12+ C22A22+ Cl*C2A1*A2eXp(i((kz'kl)X‘h(kzz' k12) /(2m)t)) + CQ*C1A2*A1eXp('i((kg'kl)X'
hi(k- k.2 /(2m)t)).

A expressao acima é uma soma de numeros reais positivos com uma funcao periddica
também real, ja que é a soma de complexos conjugados. Mas qualquer que seja essa
funcao, a integral dessa soma nao é limitada.

Vamos analisar um tipo extremo de combinacao linear de funcoes:

Wix,t)=(1/ V21 ) [ f(k)expli(kx-hk?/(2m)t))dk,



onde a constante (1/ V2 ) aparece separada por conveniéncia, pois poderia estar
dentro dos coeficientes que agora sdo uma funcao continua de k: f(k).

Como a expressao acima nao deixa de ser uma combinacao linear, ela deve satisfazer a
equacao de Schroedinger, mas nao custa testa-la:

ihow/at = -h?0°W/ox* / (2m) =>

=>h2k%/(2m)W(x,t) = h?k?/(2m)W(x,t) (Como as derivadas sdo em relacio a x e t, f(k)
nao é afetado.)

E quanto a normalizacdo? Se for dada uma funcao W(x,0) normalizada, podemos obter
sua transformada de Fourier (ver anexo 3):

fk)=(1/ V2x ) [-"W(x,0)exp(-ikx)dx,
E W(x,0) pode ser expressa como uma integral na forma:

W(x,0)=(1/ v2x ) [-"f(k)exp(ikx)dk.

Como por hipétese W(x,0) é normalizada, sua expressao na forma da integral acima
mantém a normalizagao, ja que é a mesma fungao.

Pode-se provar (ver anexo 4) que a solucdo completa W(x,t), também é normalizada.

Exemplo de funcao de onda de particula livre.

Seja W(x,0) = Aexp(-ax?), onde a é real e positivo, ainda ndo normalizada.

Normalizacdo
[ "W (x,0)W(x,0)dx = 1 => A'A[ .."exp(-2ax?)dx = 1

Como mostrado no anexo 1, essa integral é (ri/(2a))V?

Portanto A%(r/(2a))¥?=1=> A = (2a/m)V*
Em sua forma normalizada: W(x,0) = (2a/m)“?exp(-ax?).

Para expressar W(x,t) = (1/ V21 ) [ f(k)exp(i(kx-hk?/(2m)t))dk, temos que obter o
valor de f(k).

f(k)=(1/ V2x ) [="=W(x,0)exp(-ikx)dx =

=(1/ V2x )(2a/m)™ [ exp(-ax?)exp(-ikx)dx =



= (1/ V27 )2a/m)W[ = exp(-ax*ikx)dx =

=(1/ V2 )(2a/m)¥ [ = exp(-ax? - ikx + k?/(4a) - k¥/(4a))dx =
=(1/ V2x )2a/m)Y[ = exp((ia¥?x - k/(2a™?))? - k?/(4a))dx
Fazendo iu = ia"?x - k/(2a'¥?), du = a¥?dx

(1/ V27 )(2a/m)"exp(- k¥/(4a)) [ " exp(-u?)/a¥?du =>
=>(1/ V27 )(2a/m)¥(1/a¥?)exp(- k?/(4a)) [ "= exp(-u?)du

=> f(k) = (1/ 27 )(2a/m)V(/a)exp(- k¥/(4a))

Portanto

Wixt) =(1/ V27 ) [=(1/ V27 )(2a/m)™(r/a)"?exp(- k¥/(4a)) exp(i(kx-
hk2/(2m)t))dk =

= 1/(2 m)(2a/m)V(r/a) V2 [ ... exp(- k¥/(4a)) exp(i(kx-hk?/(2m)t))dk=>

=> W(x,t) =(1/(8ar® )V [ " exp(- k¥[1/(4a) + ih/(2m)t] + k(ix))dk =>
=>W(xt) =(1/(8ar® ) [.."~ exp(- kD’ + k(ix))dk =>

W(x,t) =(1/(8ar® ) [ exp(- k?D? + k(ix) + x?/(4D?) - x*/(4D?))dk =>

W(x,t) =(1/(8art® ) [.*= exp([ikD + x/(2D)]? - x/(4D?))dk =>

Fazendo iu = ikD + x/(2D), du = Ddk =>

W(x,t) =(1/(8am® )) ¥ [...** exp(-u?) exp(- x*/(4D?))du/D =>

W(x,t) =(1/(8ar® )" exp(- x*/(4D?))(1/D)[ " exp(-u?®) du =>

W(x,t) =(1/(8ar® )™ exp(- x*/(4D?)(1/D)(r'"?) =>

Voltando com o valor de D:

W(x,t) =(1/(8arm )™ (1/[1/(4a) + ih/(2m)t]“?)exp(- x*/(4[1/(4a) + ih/(2m)t]))=>
W(x,t) =(1/(8art ) (2a™2/[1 + 2iha/(m)t]“?)exp(- ax*/([1 + 2iha/(m)t]))=>

W(x,t) =(2a/m )V (1/[1 + 2iha/(m)t]¥?)exp(- ax?/([1 + 2iha/(m)t]))



Probabilidade

A densidade de probabilidade é dada por W3(x,t) = W' (x,t)W(x,t) =

= (2a/m )V2(1/[1 + 4h%a%/(m?)t?]Y?)exp(- ax¥/([1 + 2iha/(m)t]) - ax?/([1 - 2iha/(m)t]))=
= (2a/m )V2(1/[1 + 4h%a%/(m?)t?]Y?)exp(-2ax?/ [1 + 4hZ%a%/(m?)t?])

Chamado [a / [1 + 4h%a%/(m?)t?]V2 = w,

(2/7 )2 wexp(-2wx?)

Quandot=0, w= a"?, e W(x,0) = (2a/m1 )? exp(- 2ax?)

Paraum t grande, w tende a zero, e a distribuicao de probabilidade fica cada vez mais
espalhada, em vez de concentrada em x = 0.

Valor esperado da posicdo:

<x> = <W|x|W> = (2a/m)¥? (1/[1 + 4h%a%/(m?)t3]?) " xexp(- ax?/([1 +
2iha/(m)t]))exp(- ax?/([1 - 2iha/(m)t]))dx=>

<x> = (2a/m )Y (1/[1 + 4h%a%/(m?)t2]V?) [ .. xexp(- ax?[1/(1 + 2iha/(m)t) + 1/(1 -
2iha/(m)t)])dx =>

<x> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h%a%/(m)t?]Y?) [ " xexp(- ax*[1-2iha/(m)t) + 1+2iha/(m)t]/(1
+ 4h%a%/(m?)t?))dx =>

<x> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h%a%/(mA)t?]Y2) [ . xexp(-2ax?/(1 + 4h%a?/(m?)t?))dx =>

<x> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h%a%/(m?)t?]V?)(-1/(42))((1 + 4h%a%/(m?)t?) )exp(-2ax*/(1 + 4h*a?/
(m)t)) [ " =>

<x> = (2a/m )2 ([1 + 4h%a%/(m?)t’]"“?)(-1/(4a))[0 - O] = 0.

Valor esperado do momento:

<p>=<W|-iho/ox|W> =

= (2a/m)V2(1/[1 + 4022/ (M)t V2)(-ih) [ " exp(- ax?/([1 - 2iha/(m)t]))(-2ax/[1 +
2iha/(m)t])exp(- ax*/([1 + 2iha/(m)t]))dx =>

<p> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h%a%/(m?)t2]V2)(-ih)(-2a/[1 + 2iha/(m)t]) [ " xexp(- ax?/([1 -
2iha/(m)t]))exp(- ax?/([1 + 2iha/(m)t]))dx =>



<p> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h%a%/(m)t?]Y2)(-ih)(-2a/[1 + 2iha/(m)t]) [ " xexp(-2ax?/(1 +
4h%a’/(m?)t?))dx =>

<p> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h2a%/(M)t3V2)(-ih)(-2a/[ 1 + 2iha/(m)t])(-1/(4a))((1 +
4h%%/(m?)t?))exp(-2ax?/(1 + 4h%a?/(MmA)t?)) | .= =>

<p> = (2a/m )Y2 (1/[1 + 4h2a%/(MA)tV?)(-ih)(-2a/[ 1 + 2iha/(m)t])(-1/(4a))((1 +
4h%a?%/(m?)t?))[0 - 0] =

Valor esperado de p? - varidncia do momento:

<p*> = <W|-h?0%/0x*|W> = -h?[ .."" W 3°W/dx?dx , integrando por partes:
H2[ T WW/0x%dX = -hHW OW/0X| o™ - [ (OW'/9X)(0W/Ox)dx} =
h2[.." (O /0x)(0W/dx)dx

Logo, <p?> = h?[...** (0W"/9x)(0W/Ox)dx =

=h?[." (2a/m) M (1/][1 - 2iha/(m)t]™?)(-2ax/[1 - 2iha/(m)t])exp(- ax*/([1 - 2iha/(m)t]))
(2a/m )V (1/[1 + 2iha/(m)t]V?)(-2ax/[1 + 2iha/(m)t])exp(- ax?/([1 + 2iha/(m)t])) =>

<p?> = h*(2a/m)¥2(1/[1 + 4h%a?/(m*)t?]V?)(4a%/[1 + 4ha%/(m?)t’]) [ " x’exp(-2ax*/(1 +
4h%a*/(m?)t?))dx =>

<p?> = h*(2a/m)*?(4a%/[1 + 4h%a%/(m?)t?]¥?) [ " x’exp(-2ax*/(1 + 4h’a?/(m?)t?))dx
Aintegral [.." u?exp(-au?) dx = 1/(2a)(n/a)¥? =>

<p?> = h%(2a/m)Y2(4a%/[1 + 4h%a%/(m?)t2]®?)[1/(2(2a/(1 + 4h2a%/(mA)t?)) (n/(2a/(1 +
4h2a2/(m2)t2)))(1/2)]=>

<p? =h?%(2a/m)V2(4a%/[1 + 4h%a¥/(MAtA]¥2)[(1 + 4h2a%/(m?)t?)/(4a)) (1 +
4h2a2/(m2)t2)/(2a))(1/2)] =>

<p?> = h*(2a/m )*2(4a%/[1 + 4h%a%/(m?)t?]*?)[(1 + 4h’a?/(m*)t?)*?/(4a)) (r/(2a)) 2] =>

<p* =h?*(4a?)[1/(4a))] => ah?

Valor esperado de x> - variéncia da posicdo:

<x®> = <Y || W> = (2a/m )2 (1/[1 + 4h%a%/(m?)t2]2) [ .. x?exp(-2ax?/(1 +
4h%%/(m?)t?))dx

A integral é a mesma do caso anterior:



<x?> = (2a/m )2 (1/[1 + 4hZa¥/(mAt]Y2)[(1 + 4h%a%/(m?)t?)/(4a))(r(1 +
4h%a?%/(m?)t?)/(2a))V?] =>

<x%> = (2a/n )(1/2) (1/[1 + 4h2a2/(m2)t2](1/2))[(1 + 4h2a2/(m2)t2)(3/2’/(4a))(Tt/(2a))“/2’] =>

<x*> = [1+ 4h%a%/(m?)t?]/(4a)

Produto x?p” - Incerteza

A raiz quadrada do produto dos valores esperados das variancias de posicao e
momento:

(<x*><p?>)*? = raiz{[1 + 4h’a’/(m?)t*]/(4a)[ah’]{ = h[1 + 4h%a?/(m*)t*]? / 2
Quanto t tende a infinito, a incerteza também tende a infinito.

Quando t é zero, a incerteza € minima= h/2

Velocidade de grupo e de fase
Dada uma funcao de onda normalizada:

Wix,t)=(1/ vV2x ) [ f(k)exp(i(kx-hk>/(2m)t))dk,

chamando w(k) = hk?/(2m),

Wixt) =(1/ V27 ) [ f(k)exp(i(kx-wt))dk,

Suponhamos que f(k) tem uma pequena dispersdo em torno de um dado valor ko, ou
seja, f(k) (e portanto o integrando) cai rapidamente a zero fora dessa vizinhanca.

Nesse caso, é possivel expandir w numa série de Taylor em torno de ko e tomar apenas
0s primeiros termos:

w(k) = w(ko) + (k - ko)w’(ko)
Fazendo uma substituicao de variaveis onde s = k - ko,
W(x,t) = (1/ V2 ) [ f(s+ko)exp(i((s + ko)x-[w(ko) + (k-ko)w’ (ko) 1t))dK,

Emt=0:W(x,0)=(1/ V27 ) ["f(s+ko)expli((s + ko)x))dk,

Para os demais tempos, todos os valores relativos apenas a ko podem ser retirados da
integral:



Wix,t) = (1/ V21 Jexplil-w(ko) +kow’(Ko)lt) [w"f(s + Ko)exp(i((s + ko)[x - w’(ko)t]))dk

A integral é a mesma de W(x,0), exceto por um deslocamento de x para x - w’(ko),
W(x,t) = exp(i[-w(ko) + ko w’(ko)]t) W(x - w’(ko)t , O)

O fator exp(i[-w(ko) + ko w'(ko)]t) € uma fase, portanto nio afeta a probabilidade da
particula. A expressiao acima mostra que W(x,t) pode ser expressa como uma funcio
do argumento x - w’(ko)t e representa portanto uma onda com velocidade w’(ko).

Explicitando o valor de w(k) = hk?/(2m), w’(ko) = hiko /m

Logo no inicio do estudo da particula livre vimos que o autovalor de energia que
satisfaz a equacdo de Scroedinger é E = h*k?/ (2m) => hk= 2mE

Avelocidade w’(ko) =hko/m= ~2E/m
Se compararmos com uma particula na mecanica classica: E = (1/2)mv?=>
v= V2E/m

O pacote de onda com uma dispersao de comprimentos de onda centrada em ko, se
desloca a mesma velocidade de uma particula classica com um energia
correspondente a esse comprimento de onda. Essa é a velocidade de grupo do pacote.

No exemplo anterior, onde f(k) = (1/ v2x )(2a/m)"Y(r/a)"?exp(- k¥/(4a)), a
dispersao de f(k) se da em torno de ko, = 0. O valor esperado do momento foi zero,
compativel com a velocidade w’(ko) = hko/m para k,=0.

A velocidade de fase é relativa a uma dada solucao estacionaria (ndo normalizavel) da
equacao de Schroedinger: W,(x,t) = Aexp(ik(x-hk/(2m)t)). Nesse caso, a velocidade seria
hk/(2m), o que é metade do valor da velocidade de grupo.



O Atomo de Hidrogénio

Em primeiro lugar, é preciso usar agora o hamiltoniano em 3 dimensodes. E a simetria
do sistema torna mais conveniente o uso de coordenadas polares esféricas. A equacao
de Schroedinger independente do tempo se torna:

[-R%/(2m)VZ + V() ]W(r,0,0) = EW(r,0,¢),
onde V? é o operador laplaciano em coordenadas esféricas (vide anexo 5):
V? = 9%/9r*+(1/r%)3%/30 2+(2/r)(3/ar)+(1/(r*sen?(0)))d*/a¢p*+(ctg(8)/r?) /36

Antes de explicitar a funcao potencial, que é simplesmente a atracao elétrica entre o
préton no centro do sistema de coordenadas e o elétron, vamos testar o método de
separacao de varidveis para a equacao diferencial.

Seja portanto W =RQ, onde R=R(r) e Q = Q(6,0)

V? = 0*(RQ)/ar’+(1/r*)3°(RQ)/96*+(2/r)(3(RQ)/ar)+(1/(r*sen?(0)))9°(RQ)/0¢*+(ctg(8)/
r’)o(RQ)/90 =>

=> V? = Q0°R/9r*+(R/r?)3°Q/00°+(2Q/r)(d(R)/ar)+(R/(r’sen?*(0)))3°Q/0¢p*+(Rctg(0)/
r?)9Q/a0. A equacio como um todo @pca:

-h?/(2m)[Q0°R/ar*+(R/r?)3°Q/00%+(2Q/r)(d(R)/ar)+(R/(r’sen?(0)))3°Q/a¢@*+(Rctg(0)/
r?)9Q/90 + V(r)RQ = E RQ. Dividindo tudo por R e multiplicando por r?

-h?/(2m)[(r?/R)3°R/r’+(1/Q)3°Q/36*+(2r/R)(3(R)/ar)+((1/Q)/(sen*(0))) 3*°Q/dp>*+((1/
Q)ctg(8))0Q/00] + r*V(r) = r*E.

E possivel perceber que os termos em R ¢pcaram com as derivadas em relacdo ar, e os
termos em Q com as derivadas em 8 e ¢. Rearranjando os termos:

[(r*/R)3°R/Ar* + (2r/R)(3(R)/ar) - 2mr? /R(V(r) - E)] + (1/Q)[0°Q/06?
+(1/sen?(0))3’Q/0¢p*+(ctg(0))0Q/00] =0

Para que a soma dessas 2 funcdes, uma dependendo apenas de r e outra apenas de 6 e
(p sejam sempre zero, € preciso que cada um dos termos da soma seja constante.

[(r/R)3’R/ar* + (2r/R)(3(R)/3r) - 2mr? /h*(V(r) - E)] =C

(1/Q)[3%Q/36° +(1/sen?(0))3’Q/d@*+(ctg(0))0Q/98] = -C



Analisaremos em primeiro lugar a funcao angular, ja que ela independe da funcao
potencial:

(1/Q)[0%Q/36° +(1/sen*(0))3’Q/d@*+(ctg(0))0Q/98] = -C

Testando novamente a sorte com a separacao de variaveis, faremos Q(0,¢) = (YZ),

ondeY=Y(0)eZ=Z(yp).

(1/(Y2))[9%(YZ)/00” +(1/sen?(8))0*(YZ)/9¢p*+(ctg(D))a(YZ)/08] = -C =>
=>(1/(YZ))[(2)9%Y/30° +(Y/sen?*(0))0°Z/d¢p*+(Zctg(0))aY/00] = -C =>
=>(1/Y)9°Y/90* +(1/(Zsen*(0)))9°Z/0@*+(ctg(6)/Y)aY/90 = -C

Multiplicando por sen?(8):

(1/Y)[(sen?(8))3%Y/00%*+sen(B)cos(0)aY/081+Csen?(0)+[(1/2)3°Z/9¢°] = 0

Mais uma vez foi possivel separar as funcoes, dessa vez de 6 e .

Vale o mesmo argumento anterior, e cada um dos termos da soma deve ser constante.
Chamando a nova constante de b?para obter uma soluco para ¢ sem uma raiz:

(1/Y)[(sen?(8))3%Y/38°+sen(B)cos(B)aY/90]+Csen?(8) = b?
(1/2)3°Z/3¢ = -b* Comecando por essa equacdo, mais simples:

0°Z/3¢* = -b*Z => Z = exp(iby). Haveria uma constante arbitraria multiplicando a

funcao, mas essa serad determinada posteriormente no processo de normalizacdo. Por
outro lado, ¢ é o angulo azimutal, e a funcao apds 2T retorna ao mesmo ponto e

portanto deve ter o mesmo valor.

Z(p + 21) = Z(¢p) => exp(ib(ep + 211) = exp(ibg) => exp(i21b) = 1 => b deve ser um

nUmero inteiro, positivo ou negativo!
A solucao da equacao em 6 é muito mais complicada:
Y(B) = (1-cos?(8))""*"2d!m (P (cos(B)))/d(cos(6)),

sendo que P.(cos(8)) = (1 / (2'1")) d"(cos*(8) - 1)-/d(cos(B))", onde L & um inteiro maior
ou igual a zero.

Por exemplo, Po(cos(8)) = (1 / (2°0")) d°(cos?(8) - 1)%/d(cos(B)) = 1

Y(B) = (1-cos?(B))!°1"2d!°l(Po(cos(B)))/d(cos(B)) = 1, nesse caso b é zero porque qualquer
nimero maior deriva uma constante, e leva a funcao a zero.



P.(cos(B)) = (1/ (2*1")) d*(cos?(B) - 1)*/d(cos(B)) = cos(8)

Y(B) = (1-cos?(0))!°2d!°l(Py(cos(B)))/d(cos(B)) = cos(6) Y(B) = (1-cos?(0))!*
2dq+1(p,(cos(8)))/d(cos(B)) = sen(B). Dessa vez b pode ser 0, -1 ou 1. De
modo geral, o valor maximo de |b| =L, pois a derivacdo vai zerar a funcdo além desse
valor.

P,(cos(0)) = (1 / (2%22!)) d*(cos*(B) - 1)?/d(cos(8))? = (1/2)(3cos?(6) - 1)

Y(8) = (1-cos?(8))!!°V2d!°l(P,(cos(B)))/d(cos(B)) = (1/2)(3cos?(B) - 1), Y(8) = (1-cos?(8))!*V
24! (P,(cos(B)))/d(cos(B)) = 3sen(B)cos(6)  Y(B) = (1-cos*(6))!*"?d!?!
(P,(cos(B)))/d(cos(8)) = 3sen?(B)

Vamos agora examinar os valores possiveis da constante C (resultante da separacio de
variaveis R e Q), testando na equacio diferencial em 6 os diversos valores de Y:

Y(0)=1(L=0eb=0)

(1/Y)[(sen?(8))3%Y/30*+sen(B)cos(B)aY/90]+Csen?(8) = b?

Csen?(@) = 0 => sO évalidose C=0.

Y(B)=sen(®) (L=1eb=1)

(1/Y)[(sen?(8))3%Y/30*+sen(B)cos(B)aY/30]+Csen?(8) = b?
(1/sen(B))[(sen?(8))(-sen(B))+sen(B)cos(B)cos(8)]+Csen?(B) = 1

-sen?(0)+cos?(8)+Csen?(B) = 1, o que € valido se C = 2.

Y(B) =3sen?(B) (L=2eb=2)

(1/Y)[(sen?(8))3%Y/38°+sen(B)cos(0)aY/90]+Csen?(8) = b?

(1/(3sen?(8)))[(sen?(8))(6(cos*(B) - sen?(8)))+sen(B)cos(B)(6sen(B)cos(8))]+Csen?(8) = 4

=>
2c0s%(8) - 2sen?(B)) + 2cos?(8) + Csen?(B) = 4 o que é valido se C = 6.

A constante C, como visto nesses exemplos, é sempre um namero inteiro. Além disso,
cresce com L. Pode-se provar que C sé é valida como solucao para a equacao



diferencial em 0, se ela assumir valores do tipo L(L+1), onde L € um inteiro maior ou
igual a zero.

A normalizacao da funcao de onda requer:

fespagol‘p2(r,e,q3)dv =1

O elemento de volume dV em coordenadas esféricas é: dV = (dr)(rd®)(rsen(8)deo) =
r’sen(0)drd@de

Jespaco®Wr,0,0)dV = [, [o" [o2™ R¥(r)Q2(6,p)r’sen(8)drdodey = 1

E possivel e conveniente separar as integrais pelas variaveis, exigindo que o produto
delas seja unitario:

Jo" [0 Q%(0,¢)sen(8)dedp = 1, e que [, r*R¥(r)dR =1

Aplicando a integral de Q* = (YZ)?, paraL=0eb=0,ondeY=1eZ=1:
Jo" [o®™ sen(B)d6dp = 21" sen(8)d6 = 211[-cos(0)] o™ = 4TL.

Portanto, a funcdo normalizada Q,°= 1/(4m)“?

Aplicando a integral de Q?=(YZ)’paraL=1eb=0,onde Y =cos(B) eZ = 1:
Jo" Jo™ cos’(B)sen(8)dOde = 21 [," cos*(0)sen(8)dd = 2m[-(1/3)cos*(8)] " = (4/3)m.

Portanto, a funcdo normalizada Q.°= (3/(4m))"?cos(8)

Aplicando a integral de Q? = (YZ)?paraL=1eb =1, onde Y = sen(B) e Z = exp(ip):

Jo" [o®™ sen?(B)sen(B)dOdp = 211 [," (1-cos*(8))sen(8)d6 =
21m[(1/3)cos’(8) - cos(B)] ," = (8/3)1.

Note-se aqui que para b =-1, o resultado seria o mesmo. Por convencado, normaliza-se
escolhendo a raiz negativa para uma funcao e a raiz positiva para a outra:

Q.= -((3/(8m))"? sen(B)explip) e Q.= ((3/(8m))V? sen(B)exp(-ip)

Vamos analisar agora a func¢ao radial.



(r’/R)3°R/ar* + (2r/R)(3(R)/3r) - 2mr? /h*(V(r) - E) = C

Em primeiro lugar, a resolucao da funciao angular mostrou que C = L(L+1), L inteiro ndo
negativo. Além disso, a funcao potencial é a resultante da interacao elétrostatica entre
o préton, na origem do sistema de coordenadas e o elétron.

V(r) = -(1/(41eo))e?/r, onde a constante entre paréntesis é necessaria para expressar o

potencial em unidades SI.

Se definirmos uma funcao u(r) = rR(r), os primeiros 2 termos da equacdo podem ser
agrupados, pois:

ou/ar = r(dR/ar) + R(r), du?/or’ = r(d*R/ar?) + 2(dR/dr) =>
=> (9R/Ar) = (du/dr — u/r) / r e (3°R/ar?) = [ou?/ar* — 2((du/dr — u/r) / r)l/r

(r?/R)@’R/ar* + (2r/R)(3(R)/ar) = (r¥/u)[du?/ar* — 2((du/dr — u/r) / r))/r + (2r*/u)(du/dr —
u/r) /r=(r*/u)ou?/ar* — (2r/u)(ou/ar) + 2 + (2r/u)du/ar — 2 = (r*/u)ou?/or’

(-h%/(2m))ou?/or’ + (h%/(2m))L(L+1)/r?u + V(r)u = Eu

Por convencao, vamos representar a energia total do elétron como negativa, sendo a
energia postiva relacionada a um elétron livre que fosse espalhado pelo nicleo sem se
ligar a ele. Definimos:

k= v—2mE / h
Como E é negativo, k é real e tem unidade de (1/comprimento).
Com todas as modificacoes acima a equacao se torna:

(1/k¥)ou?/ar? = [1- (me?)/((2mh%keo)(kr)) + L(L+1)/(k?r?)]u

Para simplicar a andlise, agrupa-se a constante relativa ao potencial eletrostatico:

Po= (me?)/((21h%ke,) que é adimensional. O mais interessante como veremos adiante é

gue além de adimensional, esse produto que envolve até nimeros trancendentes,
deve ser um nimero inteiro para que existam solucdes normalizaveis.

E redefine-se a variavel independente, de modo que
p = kr (p é adimensional)

=> 9u/dr = (8u/dp)(dp/ar) = k(du/dp) =>

=>9u¥/ar? = 3(k(du/ap))/dr = ka((du/dp)/dp)(dp/ar) = k¥ (du?/dp?)



A equacdo em sua forma mais compacta fica:

ou?/9p*> = [1- po/p +L(L+1)/p*]u

Nao é nada simples, mas no caso em que a distancia do elétron ao nucleo tende a
infinito, p -> co e estamos numa equacgao simples:

ou’/9p* = u
Cuja solucao é u = Aexp(-p) + Bexp(p)

Mas o segundo termo tende ao infinito junto com p, e a solu¢do normalizavel reduz-se
a:

u = Aexp(-p)

Ja quando a distancia do elétron ao nucleo tende a zero, p -> 0, e o terceiro termo fica
dominante:

ou*/9p® = [L(L+1)/p*]u

A solucdo geral desse caso €:

u=Cp™"+ Dp™

Pois testando na equacio:

CLL+1D)p™"+ D(-L)(-L-1)p™? = [L(L+1)/p*|(Cp™" + Dp)=>

CL(L+1)p™"/p?+ D(L)(L+1)p"™/ p*= [L(L+1)/p*](Cp™" + Dp‘")

O segundo termo tende a infinito quando p -> 0, e a solucdo normalizavel reduz-se a:
u= Cp(L+1)

A funcao radial é zero para p = 0, cresce mais rapidamente para valores maiores de L, e
decresce a zero no infinito, com um decaimento independente de L.

Vamos tentar agora usar esses resultados fazendo u ser um produto de funcoes:
u(p) = exp(-p)p"“v(p).

ou/dp = -exp(-p)p™*Iv(p) + (L+1)exp(-p)p-v(p) + exp(-p)p™*"(av/dp) =

=> 9u/dp = exp(-p)p“[-pv + (L+1)v + p(av/dp)] = exp(-p)p"[v(L+1-p) + p(av/dp)]

du’/dp? = —exp(-p)p"[v(L+1-p) + p(dv/dp)] + Lexp(-p)p™"[v(L+1-p) + p(dv/dp)] + exp(-
P)P -V + (L+1-p)av/dp + p(8°v/dp?) + dv/dp] =>



ou*/ap® = exp(-p)p“[-v(L+1-p) - p(av/dp) + Lpv(L+1-p) + L(dv/dp) -v + (L+1-p)av/dp +
p(0%v/9p?) + av/ap] = exp(-p)p"[v(-2L+p + Lp P(L+1) - 2) +2(L+1-p)av/dp + p(d°v/3p?)]

Substituindo na equagdo: du’/dp*= [1- po/p +L(L+1)/p*]u,

exp(-p)p [v(-2L+p + Lp (L+1) - 2) +2(L+1-p)av/dp + p(d°v/3p?)] = [1- po/p +L(L+1)/
p’lexp(-p)p™*v(p) =>

=> [v(-2L - 2) +2(L+1-p)av/dp + p(d°v/9p?)] = - poV =>

=> p(0*v/3p?) + 2(L+1-p)av/dp + (po-2L - 2)v=0

Vamos testar como solucdo uma série infinita de poténcias:

v(p) = app’ + a1p' + a;p> + asp’ +...+a,p" +... = ap’, na convengdo de Einstein.

ov/9p = aip’+ 2ap' + 3azp*+...+nap™" +... = (i+1)ausp'
0°v/9p?=2a+ 6azp' +... + n(n+1)ap"+... = (i+1)(i+2)aip’

Inserindo essas solucdes na equacao diferencial:

p[2az+ 6azp' +... + n(n+1)ap™2+...] + 2(L+1-p)[a:1p’ + 2a:p" + 3a3p? +...4na,p"™ " +... ] +
(Po-2L - 2)[aop” + a:p' + azp*+ azp’ +...+a,p"+...] = 0

A soma deve ser zero para qualquer p, de modo que agrupando as poténcias de p:
(Po-2L - 2)ao + (2L+2)a;=0

(po-2L —4)a; + (4L+6)a>=0

(Po-2L - 6)a; + (6L+12)az=0

(po-2L - 8)a; +(8L+20)a;=0

do= A=> a, = A(-p0+2|. + 2)/(2L+2)
2= (-po+2L + 4)a,/(4L+6)
a= (-p() +2L + 6)&2/(6L+12)

dg= (-po +2L + 8)33/(8'."‘20)

A férmula geral de recursao é:



a1 = (-pot2(LHi+1))ai/((i+1)(2L+i+2))

O primeiro termo pode ser chamado de A, a ser definido posteriormente através de
normalizacao.

O objetivo de encontrar v(p) foi por meio dela chegar a funcdo u(p) = exp(-p)p™*"v(p).

Vamos agora examinar o que ocorre a u(p) quando p tende ao infinito, ja conhecida a
funcado v(p) como a série de poténcias com os coeficientes determinados segundo a
férmula de recursao. Quando p tende ao infinito, os termos com poténcias menores de
p de v(p) ficam despreziveis frente aos de maiores poténcias. E para os termos de
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maiores poténcias, a variavel “i” acaba dominando, tornando as demais constantes

despreziveis na férmula de recursao:
a1 = (-pot2(L+i+1))ai/((+1)(2L+i+2)) ~ (2D)ai/((+1)(i) = 2ai/((i+1).

Com essa aproximagao, a férmula de recursao define agora cada coeficiente como
a;i=2'/i!A, sendo a aproximacao melhor quanto mais p tende ao infinito.

u(p) = exp(-p)p™"v(p) = exp(-p)p™" AZy™(2'/i!p)

Mas esse somatorio é exatamente a expansao da funcao exponencial, exp(2p).
u(p) = exp(-p)p""exp(2p) = p**Vexp(p).

O problema é que essa funcao nao é normalizavel, pois tende ao infinito com p.

Ha entretanto algumas combinagdes de valores de po eL que produzem soluges
limitadas, ao zerar todos os coeficientes maiores que um certo valor. Para isso basta
gue na férmula de recursao:

a1 = (-pot2(L+i+1))ai /((+1)(2L+i+2)),

o numerador: -po+2(L+ i+1) = 0 para algum L e i.

Chamando o termo entre paréntesis de n (nimero quantico principal):

Po = 2n_Portanto p, (apesar das aparéncias) tem de ser um ndmero inteiro!

Nesse caso, o coeficiente a1 =0, e devido a recursdo, também todos acima dele. Para
esses casos, V(p) satisfaz a equacao diferencial, porém com uma série finita de
poténcias. O Ultimo termo, de grau mais alto, sera quando:

-2n +2(L+i+1) =0, ou sejaquandoi=n-L-1

Explicitando o valor de po:



Po= (me?)/(21h%ke,)

Lembrando quek= +v—2mE / h

As energias possiveis dependem de valores inteiros de n:

E = -me*/(321°h’%e,%)(1/n?)

Essa é a famosa formula de Bohr para o &tomo de hidrogénio.
Para m (massa do elétron) = 9,1 x 10"% kg

e (carga do elétron) = 1,6 x 10"* C

h=1,05x 10(-34) J.s

€= 9 x 10° Nm?%/C

O estado fundamental (n = 1) tem energia de ligacdo de:
E=-2,18x 10(-18)) = 13.6 eV.

Para as energias permitidas, o valor de k = me?/(41th%e,)(1/n)

O inverso de k tem unidade de comprimento, e o valor de 1/k para n=1:

a = (41th%,) / (me?) = 0,53 x 10*”m é chamado raio de Bohr.

Ao longo da resolucao das equacoes diferenciais foram feitas algumas mudancas de
variaveis. Restaurando a equacao original:

W(r,0,¢) = R(r)Q(6,0)

p = kr, u(p) = rR(r), além do raio de Bohr a = 1/k => p = r/(an)
Portanto,

W(r,8,0) = (1/r)u(p)Q(8,0) = (1/r)exp(-p)p""v(p)Q(B,9), onde p = r/(an)

onde v(p) é o polindmio de grau n - L - 1, cujos coeficientes sdo determinados pela
formula de recursao:

a1 = 2(L+Hi+1-n)a; / ((+1)(2L+i+2))
com o primeiro termo A tendo que ser determinado por normalizacao.

Vejamos a expressao da funcdo no estado fundamental, ou seja quando n=1. Nesse
caso L s6 pode ser zero, e consequentemente b (da funcio Z(¢)), também é zero. O
polinémio v(p) tem grau zero:



vip)=A

Quando L=0, e b =0, a condicdo de normalizacdo resulta em Qy°= 1/(4m)¥?

A funcao radial R, por sua vez é:
Rio=A(1/r)exp(-p)p = A(1/r)exp(-r/a)r/(a) = (A/a)exp(-r/a)

Quando normalizamos a funcao angular, o método empregado foi realizar um produto
de 2 integrais, ambas igualadas a 1. Sobrou para normalizar a funcao radial a integral:

[ PRAr)dr=1

[0 P[Ryo)?dr = (A%/a%) [, rPexp(-2r/a)dr = 1

Aintegral [ r’exp(-2r/a)dr = [r*/(-2/a) - 2r/(-2/a)*+ 2/(-2/a)*]exp(-2r/a) (ver anexo 7)
Seu valor em » é zero, e em zero é -a°/4.

Logo,

.2 PIRyol%dr = (A%/a?) [,° Pexp(-2r/a)dr = 1 => (A¥/a%)(a%/4)=1=>A=2/ Ja e
Ri0= 2/(a)*?exp(-r/a)

Wi0o(r,0,0) = R1o Qo = 2/(a)*?exp(-r/a)(1/(4m)V?) = 1/(nta®)V?exp(-r/a)

Paran =2, L=0ou L=1:

caso1:L=0

O polinémio v(p) é do primeiro grau e usando a férmula de recursao:
vip)=A-Ap

Rxo= (A - Ar/(2a))(1/r)exp(-r/(2a))r/(2a) = (A/(2a))[1 - r/(2a)]exp(-r/(2a))
[o° P[Ryol?dr = (A%/(4a%) [, r’[1 - r/(2a)]’exp(-r/a)dr = 1

Aintegral [ r’[1 - r/(2a)]?exp(-r/a)dr =

= [ r’exp(-r/a)dr - [ (r*/a)exp(-r/a)dr + [(r*/(4a%) exp(-r/a)dr

={[r¥/(-1/a) - 2r/(-1/a)*+ 2/(-1/a)%] - (1/a)[r*/(-1/a) - 3r%*/(-1/a)*+ 6r/(-1/a)* - 6/(-1/a)*]
+(1/(4a9))[r*/(-1/a) - 4r¥/(-1/a)*+ 12r%/(-1/a)® - 24r/(-1/a)*+ 24/(-1/a)°]} exp(-r/a) (ver
anexo 7)



Em o seu valor é zero devido porque a exponencial domina, e em zero:

(A%/(4a%)[2/(-1/a)%+ (1/a)6/(-1/a)* + (1/(4a%))24/(-1/a)°] = (A*/(4a?))[-2a°+ 6a° - 6a%] =
=-A%a/2

LogoA%/2=1=>A= +2/a
Rao= (1/(2a%)?)[1 - r/(2a)]exp(-r/(2a))

Waoo(r,0,) = R0 Qo” = (1/(2a%)?)[1 - r/(2a)]exp(-r/(2a))(1/(4T)?) =
= 1/(8ma®)¥?[1 - r/(2a)]exp(-r/(2a))

casol:n=2el=1
v(p) = A
Raoi= A(1/r)exp(-p)p"*P = A(1/r)exp(-r/(2a))(r/(2a))* = (A/(4a*))rexp(-r/(2a))
[0 P[Ra)?dr = (A*/(16a%) [, r*exp(-r/a)dr = 1
Aintegral [, rexp(-r/a)dr = [r*/(-1/a) - 4r%/(-1/a)*+ 12r*/(-1/a)® - 24r/(-1/a)*+
24/(-1/a)’lexp(-r/a) (ver anexo 7)
Em o seu valor é zero devido porque a exponencial domina, e em zero é 24/(-1/a)’:
Logo (A%/(16a))[-24/(-1/a)°] = 1 => (A%*/(16a%)24a’=1=> (3a/2)A’=1=>
V2/(3a)
Logo: Ry = (1/(242°)?)rexp(-r/(2a))

W,0(r,0,0) = Ry Q.° = (1/(24a°)“?)rexp(-r/(2a))(3/(41))*?cos(B) =
= (1/(32ma’)"Y?)rexp(-r/(2a))cos(B)

Abaixo esta o grafico da densidade de probabilidade da posicao do elétron em funcao
da distancia ao ntcleo, em multiplos do raio de Bohr para Wiu(r,0,¢p) € Wauo(r,0,®).
Como nesses casos a probabilidade é funcao apenas de r, é possivel um grafico 2D.
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A abordagem feita até aqui parte da conservacao da energia. Os estados estacionarios
sao os que satisfazem o Hamiltoniano em coordenadas esféricas, ou seja os que
correspondem a valores constantes de energia.

Vamos agora analisar a constancia do momento angular, em vez da energia.
Em mecanica classica, o momento agular é definido pelo produto vetorial:
L=rxp, onde r é o vetor posicao e p o momento.

E facil ver que, para um observador inercial, se 0 momento se conserva, 0 mesmo
acontece com o momento angular, pois pela definicdo de produto vetorial::

Lx = YP: - Zpy, Ly = ZPpx = XP2, € L, = Xpy - Ypx

Se todas as componentes de p ndo variam com o tempo, 0 mesmo ocorre com as
componentes de L.

Mas mesmo que p ndo se conserve, L se conserva em muitas situacoes, como no
movimento circular uniforme (para simplificar provado abaixo para 2D):

x = Rcos(0) e y = Rsen(B), onde R = constante. Além disso: (d8/dt) = constante

As componentes da velocidade sao:

vy = -(dO/dt)Rsen(O) e v, = (dB/dt)Rcos(O)
Xvy = R’cos?(0)(dB/dt) e yv, = -R*sen*(0)(dO/dt)

XVy - YV, = R%cos?(0)(dO/dt) + R>sen?(0)(dB/dt) = R*(dB/dt) = constante



Logo L = Lz = xp, - yp,= m(xv, - yv,) = constante.

Em mecanica quantica, O momento angular é o operador L com componentes:
Lx = y(-ihd/9z) - z(-ihd/dy), Ly = z(-ihd/9ox) - x(-ihd/dz), Lz = x(-ihd/dy) - y(-ihd/dx)

Os componentes ndo comutam:

[Lx, Ly] = LxLy - LyLx = {y(-ih9/9z) - z(-iha/dy)}{z(-ihd/0x) - x(-ihd/dz)} - {z(-ihd/dx) - x(-
ihd/0z)} {y(-ihd/9z) - z(-ihd/dy)}

Cada termo é uma derivada de produto. Para LxLy sao eles:

y(-iha/9z)(z(-ihd/9x)) = -h?y(z0*/0xdz + 0/9x )
y(-ihd/9z)(- x(-iha/dz)) = h?y(xd?/9z* + 0)

- 2(-ihd/dy)(z(-ihd/dx)) = h*z(z8%/dydx + 0)

- z(-ihd/dy)(- x(-ihd/dz)) = -h*z(xd*/dzdy + 0)

Para LyLx sao eles:

z(-ihd/9x)(y(-ihd/dz)) = -h’z(yd’/9z9x + 0)

z(-iha/9x)(- z(-ihd/dy)) = 1’z(zd?/dyadx + 0)

- x(-ihd/9z)(y(-iha/9z)) = h*x(y0?*/9z* + 0)

- X(-ihd/d2)(- z(-iha/dy)) = -h’x(29°/3ydz + 3/dy)

Efetuando LxLy - LyLx, todos os termos com derivadas segunda se anulam, e sobra:
-h?yd/0x + h*xa/9dy = h?(x0/dy — yd/9x)

Como Lz = x(-ihd/dy) - y(-iha/ox),

[Lx, Ly] = LxLy - LyLx = ihLz
Da mesma forma, para os outros comutadores:
[Ly, Lz] = LyLz - LzLy = ihLx

[Lz, Lx] = LzLx - LxLz = ihLy



Como esses operadores ndao comutam, ndao ha como preparar um sistema tal que mais
de um dos componentes de L seja conhecido com certeza. Ou, em outras palavras, ndo
ha funcao de onda que seja autovetor de mais que um dos componentes.

Entretanto o operador L?comuta com cada um dos componentes:

[L?, Lz] = [(L®+ Ly?+ LZ?) , Lz] = Lx®Lz+ Ly?’Lz+LZ%Lz- Lz Lx?*- Lz Ly? - Lz LZ?
Analisando em pares:

LX°Lz - Lz Lx? = Lx(LzLx - ihLy) - (ihLy + LxLz)Lx = -ih(LxLy + LyLx)

Ly?Lz - Lz Ly?= Ly(ihLx + LzLy) - (LyLz - ihLx)Ly = ih(LyLx - LxLy)

Lz’Llz-1lzLz* =0

Portanto [L?, Lz] =0

De forma analoga [L?, Lx] = [L?, Ly] =0

Como esses operadores comutam, é possivel uma funcdo de onda que seja um
autovetor para ambos os operadores:

L*f = af e Lzf = bf, onde a e b s3o em principio nimeros complexos.
Definimos agora um operador L* = Lx +iLy

[Lz, L*] = ihLy +i(-ihLx) = h(Lx + iLy) = hL.

[L*,L]=0

Aplicando L’L" & funcdo f (autovetor de Le Lz):

LA(L*f) = L'L*f = L*af = a(L*f), portanto L'f também é um autovetor de L?com o mesmo
autovalor = a.

Lz(L*f) = (LzL" - L’Lz + L'L2)f = ([Lz, L*] + L'L2)f = (hL*+ L'Lz)f = hL"f + L*bf = (h + b)(L*f),
portanto L'f também é um autovetor de Lz, mas com autovalor (h + b).

Fazendo o mesmo processo para um operador L' = Lx - iLy,
L*(Lf) = a(L'f) e Lz(L'f) = (h - b)(L'f)

Entretanto o maximo autovalor possivel de Lz é o de L?, quando todo o momento
angular estara nesse eixo. Como ao se repetir o processo com L*, Lz incrementa de h, e

com L decrementa de h, ao passo que L? permanece constante, concluimos que deve
haver autovetores limite f e f.,i, tais que:

(L+f) =0e (L_fmin) =0



Se chamarmos de hg, o autovalor de f:

Lz f= hef. Além disso L*f = a f como sempre.

L'L'= (Lx - iLy)(Lx + iLy) = Lx*+ Ly?+i(LxLy - LyLx) = Lx*+ Ly?+ i[Lx, Ly] = L*+ Ly*- hlLz =
= Lx*+ Ly*+ L2 - L2 -hlz=L?- L2 -hlz=> L’=L'L"+ LZ* + hLz

Aplicando esse operador ao autovetor f:

L2 f=L'L*f+ Lz* f+hLzf. Como (L*f) =0,

L’f=0+ h%€’f + %, f = h?g,(g,+1)f

Se chamarmos de he, o autovalor de fyn:

Lz fin= HE, frnin. Além disso L*frin = a fmin cOMo sempre.

L'L = (Lx + iLy)(Lx - iLy) = Lx*+ Ly?- i(LxLy - LyLx) = Lx*+ Ly?- i[Lx, Ly] = L+ Ly*+ hlLz =
=Lx*+ Ly*+ L2 - L2+ hlz = L?- L2+ hlz=> L®’=L'L + LZ*- hLz

Aplicando esse operador ao autovetor fn:

L2 frnin= L'L fimin + LZ° finin - BLZ frnin. Como (L frnin) = O,

L?frin = 0+ D%E,” fin — H’E, frn = W2 E,(€,-1) frnin

Como o autovalor de L?é sempre o mesmo:

a=h’g,(g,+1) =h’g,(€,-1)=> €,(€,+1) = €,(€,-1) => €,°- €°= €,+€&,=>
=> (g,- €)(g,+€,)=€,+€,=>€,=-€,0u E,= 1+E,

A segunda opcao é descartada porque g, > €, (sdo respectivamente autovalores de fe

fmin). LOgO €, =- €,

O operador L* aplicado um namero inteiro de vezes a fi, incrementa seu autovalor de

‘he, até he,.

Nh + (-hg,) = he, => €, = (N/2)



Portanto conclui-se que €, é inteiro (se N for par) ou semi-inteiro (se N for impar).

Além disso, o autovalor de L?=h2?(N/2)((N/2)+1).

Se N for par, a sequéncia de autovalores de Lz sera na forma bh, onde por exemplo
para N = 6:

b=-3,-2,-1,0,1,2,3
Havera N+1 autovalores de Lz, incluindo o zero.

Se N for impar, a sequéncia de autovalores de Lz sera na forma bh, onde por exemplo
paraN =5:

b=-5/2,-3/2,-1/2,1/2, 3/2,5/2
Também havera N+1 autovalores de Lz, mas agora nao incluindo o zero.

Se ficarmos s6 com o caso de N par, a solucado se parece bastante com o que foi visto
para a solucao angular do hamiltoniano para o 4tomo de hidrogénio, onde para cada
L, (nimero de autovalores de 8) havia 2L+1 valores possiveis de b (autovalores para

?).

Na verdade, veremos que os autovetores de L? e Lz vistos aqui, nada mais s3o que as
fungdes Q(0,9) obtidas anteriormente através do hamiltoniano. A conservagao do

momento angular € uma consequéncia da conservacao de energia, e esse tipo de
resultado nao é tao inesperado. O que é surpreendente na abordagem pelo momento
angular, é que os autovalores sdao obtidos sem a necessidade de obtencao dessas
funcoes!

Para encontrar as funcoes autovetoras precisamos dos operadores Lx, Ly e Lz em
coordenadas esféricas. Sabemos que:

L=rxp=rx(-ihgrad)
O gradiente em coordenadas esféricas (anexo 5) é:

grad = (3/dr)e, + ((1/r*)3/00)eq + ((1/(r*sen’()))8/09)e,
L=-ih[ ((8/0r)rx e, )+ ((1/r*)0/30)r x e + ((1/(r*sen*(8)))8/0¢)r x e, ]

Em relacao a base natural de coordenadas cartesianas,

r=|r|sen(B)cos(yp)i+ |r|sen(B)sen(yp)j + |r|cos(0)k



e = dP/dr = sen(B)cos(p)i + sen(B)sen(p)j + cos(O)k
eo=0P/90 = [rcos(B)cos(y)i + rcos(8)sen()j - rsen(8)k]
e,=0P/3@ =-rsen(B)sen(y)i + rsen(B)cos(p)j

Logo:

rxe =0,

rx eg = -r’sen()i + r’cos()j

rxe, = (-r’sen(8)cos(B)cos(p)i - r’sen(B)cos(B)sen(¢p)j + r’sen’(6)k)

L =-ih[ ( ((1/r*)9/00)(-r’sen(¢)i + r’cos(®)j) + ((1/(r’sen?(8)))3/09)(-

r’sen(B)cos(B)cos()i -r’sen(B)cos(B)sen(p)j + r’sen?(B)k)] =>

L = -ih[ (3/00)(-sen(@)i + cos(@)j ) + (3/09)(-ctg(B)cos(p)i - ctg(0)sen(p)j +k) ] =>
Lx = ih[(3/00)sen(p) + (3/0¢)ctg(B)cos(¢p)]
Ly = ih[ (-9/00)cos(p) + (3/0¢)ctg(0)sen(¢p)]

Lz = -ih(3/0¢)

Vamos usar agora o resultado da analise dos autovalores feita anteriormente, onde
para um dado N, hd uma funcao fque é um autovetor de Lz, com um autovalor (hg, ):

Lz f = -ih(3f/8¢) = (he, ) f=> f=g(B)exp(ic,p)

Agora vamos fazer o mesmo para L?, o que exige antes o calculo de L'L' = (Lx + iLy)(Lx -
iLy).

L*=ih[(a/00)sen(ep) + (8/9¢)ctg(B)cos(¢p)] + iih[ (-9/88)cos(yp) + (8/9¢)ctg(B)sen(y)] =
h[(8/06)(isen(qp) + cos(p)) + (3/9¢)ctg(B)(icos(p) - sen(w))] =

h[(9/90)exp(ip) +i(8/0¢)ctg(B)exp(ip)] = hexp(ip)((9/90) + ictg(6)(8/9¢))

L™= ih[(8/08)sen(¢p) + (9/9¢)ctg(B)cos(p)] - iih[ (-0/06)cos(¢p) + (9/9¢)ctg(B)sen(p)] =
h[(8/08)(isen(yp) - cos(y)) + (3/9¢)ctg(B)(icos(p) + sen(wp))] =

h[-(3/00)exp(-ip) +i(3/9¢)ctg(B)exp(-ip)] = -hexp(-ip)((3/30) - ictg(0)(a/9))



L f=[L'L + LZ° - hLz] f = h?(N/2)((N/2)+1)f =>

=> [(hexp(ip)((8/80) + ictg(B)(8/09))(-hexp(-ip)((af/aB) - ictg(0)(af/ap))) - h*(3*/3p?)
+ih2(3f/80)] = h2(N/2)((N/2)+1)f

Mas, f=g(0)exp(i€, )
0f/00 = dg/00explic,P)
of/0¢ = ig,g(B)exp(i€,®) , separando a equacao acima em partes:

(-hexp(-ip)((af/00) - ictg(B)(af/a@))) = (-hexp(-ip)((dg/00exp(i(N/2)@)) - ictg(O)
(i(N/2)g(0)exp(i(N/2)9)))) = (-hexp(-ip)exp(i(N/2)@)((0g/90) - ictg(6)(i(N/2)g(6)))) =
= (-hexp(i(N/2-1))((3g/80) + ctg(B)((N/2)g(6))))

-h*(9°f/9¢?) = h’e,’g(B)exp(ie, )
ih2(3f/0¢)] = -h?€,g(B)exp(ic,p)
h?(N/2)((N/2)+1)f=1?(N/2)((N/2) +1)g(8)exp(i(N/2) )

Aplicando o operador L*a L

(hexp(ip)((9/08) + ictg(6)(a/9¢))(-hexp(i(€,-1)P)((9g/aB) + ctg(6)(€,8(6)))) =

= -h%exp(io)[(exp(i(€,-1)P)((9°g/90°) + €,ctg(0)dg/00 - €,8(8)/sen*(0)) + ictg(O)(i(€ -
1))exp(i(€,-1)@)((9g/90) + ctg(B)(€,g(6))))] =

= -h’exp(i€,P)[(0°g/06?) + €,ctg(0)0g/a0 - €,g(6)/sen’(0) - (€,-1)ctg(6)(dg/a0) - (€,-
1)€,ctg?(0)g(6)]

Juntando os pedacos, e dividindo por -h%exp(i(N/2)@)

(0°g/00?) + €,ctg(0)0g/00 - €,g(8)/sen’(0) - (€,-1)ctg(6)(0g/a0) - (€,-1)€,ctg?(0)g(O) -
€,°g(6) + £,g(6) + (N/2)((N/2)+1)g(B) =0

=> 9°g/06" + (,ctg(6) - (£,-1)ctg(8))99/00 + (-€,/sen’(B) - (€-1)E ctg’(B) - €+ &, +
(N/2)((N/2)+1))g(B) = 0=>

=> 3%g/90% + ctg(0)dg/90 + (-€,/sen?(B) - (€,-1)€,ctg(d) - (€,-1)€, +
(N/2)((N/2)+1))g(6) = 0=>



9°g/90° + ctg(0)dg/ab + (-€,/sen*(0) - (€,-1)€1(1+ctg?(B)) + (N/2)((N/2)+1))g(B) = 0=>
9°9/90° + ctg(6)ag/a0 + (-€,/sen*(0) - (€,-1)€1/sen*(0) + (N/2)((N/2)+1))g(8) = 0=>
9°g/00” + ctg(6)9g/00 + (-€,%/sen?(8) + (N/2)((N/2)+1))g(6) = 0=>

Se compararmos com a solucao da parte angular do hamiltoniano logo apés a
separacao de variaveis:

(1/Y)9°Y/00° +(1/(Zsen?(8)))9°Z/ap*+(ctg(6)/Y)aY/90 = -C

E lembrando a conclusdo de que constante C = L(L+1) e que na nova separacdo de
variaveis Y e Z resultou em:

(1/2)3°2/0¢° = -b*=>Z = exp(ib@)
Vemos que g faz o papel de Y, e Q = Y(O)Z(¢) agora é f = g(O)exp(i€, Q).

As funcoes harmonicas esféricas sdo exatamente os autovetores do momento angular
e os autovalores de Lz e L2 sdo os de Y e Z daquele hamiltoniano, multiplicados
respectivamente por h e h% Tudo isso desde que N/2 seja inteiro, ou seja N seja par!
Uma novidade entretanto é que aqui os autovalores do momento angular podem ser
inteiros ou semi-inteiros, em vez de apenas inteiros.

Para o momento angular orbital, vimos que L = 0 e L = 1 geravam funcoes satisfazendo
a equacao diferencial angular. Agora, com N = 1 temos um L = 1/2, para o qual ndo
existem essas funcoes.

A interpretacado desses autovalores semi-inteiros é a existéncia de um momento
angular intrinseco a particula (no caso o elétron), nada tendo a ver com o momento
angular orbital. Esse tipo de momento angular, chamado “spin” foi bastante usado nas
paginas iniciais dessas notas para apresentar os conceitos fundamentais da fisica
guantica.

Os elétrons tem spin 1/2, o momento angular correspondente a N = 1. Portanto ha 2
autovalores de Sz: -(1/2)h e (1/2)h. E o autovalor de L2 = h?(1/2)((1/2)+1) = (3/4)h%

A notacao completa do spin identifica seu valor para o tipo de particula e o semi-
inteiro que identifica o autovalor para a particula em questao.

|s, b>, 0 que no caso do elétron => |1/2,-1/2> ou |1/2,1/2>.

Quando utilizamos o conceito de vetores de estado, a base para o operador o, era
formada por |b> e |c>, o que corresponde aos estados acima respectivamente.

As relacoes de comutacao entre os operadores:



[ox, 0,] = 2io,
[0y, 0] = 2io,
[0,, 04 = 2ioy
sao do mesmo tipo ja deduzidas para o momento angular L, e no caso do Spin elas sao:
[Sx, S,] =ihS,
[S,, S.] =ihS

[S;, Si] =ihS,



Bosons e Fermions

Suponhamos 2 particulas de massa = m num poco infinito de potencial. Uma suposicao
adicional é que elas nao interajam entre si.

Foi ja demonstrado que para uma particula, a solucao é:
Un(x) = (2/a)"?sen(nmix/a) com energia E = n?h%t?/((2m)a?)

Se as 2 particulas fossem distinguiveis, a funcado de onda composta seria simplesmente
o produto (esse conceito foi introduzido para o estado produto para spins), e o critério

de normalizacdo (A = (2"/a")""? com n = 2 nesse exemplo) (ver anexo 9):
Wn1n2(X1,X2) = Una(X1)Wna(x2) = (2/a) sen(nimixs/a)sen(n,rix,/a)
Substituindo na equacao de Schroedinger para 2 particulas:
-h?/(2m)(d*P/dx,* + d*P/dx,®) = EY

-h%/(2m)(2/a)(-n*rt*/a% - n,*i?/a?)sen(naix/a)sen(norx./a) =
E(2/a)sen(nimix./a)sen(n.rix,/a)

E = h?m?/(2ma?)(n:%+ n,?)

No entanto, uma caracteristica de particulas elementares é que nao tem sentido
pensar que elas descrevem trajetérias no espaco, de modo que seu movimento possa
ser acompanhado. Qualquer experimento de detecao é descontinuo, e quando se
encontra uma particula numa posicao, ndo ha como afirmar que foi a particula Aou a
B. Em outras palavras, as particulas sao indistinguiveis, e a funcdo de onda composta
deve refletir isso. Ha 2 possibilidades:

Funcao simétrica:
Wnin2(X1,X2) = Wn1(X2)Wn2(X2) + Wno(X1)Wni(x2) =

(22/a)[sen(nirixa/a)sen(narix./a) + sen(n,mxi/a)sen(nimix,/a)]. (A raiz de 2 é por conta
da normalizacdo ver anexo 9).

Substituindo na equacao de Schroedinger para 2 particulas:

-h2/(2m)(2%2/a)[(-n.2nt/a?- n,2m?/a%) sen(n.ixs/a)sen(n,mix./a) + (- ny2m?/a? - nym?/a?)
sen(n,mx./a)sen(n.mix,/a)] = E(2Y2/a)[sen(n.mix./a)sen(n,mx,/a) + sen(n.mx./a)sen(nTix,/

a)]

-h2/(2m)(2%2/a)(-n.*%/a% - n,*i%/a%)[sen(n.ixs/a)sen(n,mx,/a) + sen(n.rxi/a)sen(n X,/
a)] = E(2"?/a)[sen(nimtxa/a)sen(n.rix,/a) + sen(n.rxi/a)sen(nqmix,/a)]

E = h&?/(2ma?)(n2+ n,?)



Para o estado fundamental:

W1a(x1,%2) = Wa(xa)Walxa) + Walxa)alxz) =
(2W2/a)[sen(mx./a)sen(mx,/a) + sen(mx./a)sen(mx,/a)]

E = h®/(2ma?)(1%+ 1?) = h*®/(ma?)

Para primeiro estado excitado:

W1a(X1,%2) = Was(X1,Xz) = Walxa)axz) + Walxs) s (x2) =
(22/3)[sen(mx./a)sen(2mx,/a) + sen(2mxy/a)sen(rx,/a)]
E = h*®/(2ma?)(1°+ 2%) = 5h*r?/(2ma’)

Note-se que s6 ha 1 primeiro estado excitado, porque Wix(X1,X2) = P21(X1,X2).

Fungdo anti-simétrica:

Wnin2(X1,X2) = Yna(X1)Wn2(X2) = Wra(Xa)Wna(x2) =
(22/3)[sen(n.ix1/a)sen(n,mx,/a) - sen(n,rix./a)sen(ntx,/a)]
Substituindo na equacao de Schroedinger para 2 particulas:

-h2/(2m)(2%2/a)[(-n.2rt%/a% - n,2m?/a%) sen(n.ixs/a)sen(n,mx,/a) - (- ny2m?/a? - ny?mn?/a?)
sen(n,mx./a)sen(n.mix,/a)] = E(22/a)[sen(n.mtx4/a)sen(n,Tix,/a) - sen(n,mx./a)sen(nTix,/

a)]

-h2/(2m)(2%2/a)(-n,2m2/a% - n,A?/a%)[sen(nix./a)sen(n,rix,/a) -
sen(n,mx./a)sen(n.mix,/a)] = E(2Y2/a)[sen(n.mx./a)sen(n,1ix,/a) - sen(n.mx./a)sen(nrix,/

a)l

E = h*?/(2ma?)(n,’+ ny?)

Testando o mesmo estado fundamental do caso anterior:
W1a(X1,Xz) = Y1(X1)Walxz) - Palxa)pa(xz) = 0

Portanto (11(x1,X,) ndo é o estado fundamental!
Testando o primeiro estado excitado do caso anterior:
W12(X1,X2) = -Pas(Xa,X2) = Walxa)a(xz) - Ya(x) s (x2) =
(2Y2/3)[sen(mx./a)sen(2mx,/a) - sen(27x./a)sen(mx,/a)]

E = h?rt¥/(2ma?)(1%+ 22%) = 5h*?/(2ma?)



O exemplo ilustra a diferenca entre particulas chamadas Bésons (caso da funcdo
simétrica e Férmions (caso da funcio anti-simétrica). 2 bosons podem estar no mesmo
estado quantico, e assim ocupar o estado fundamental. Isso ndo ocorre com os
férmions, pois a funcdo de onda se anula nesse caso.

Suponhamos agora 3 particulas idénticas de massa m, mas com a restricao de que a
energia do sistema combinado seja um valor definido. Como o calculo para a energia é:
E = h2?/(2ma?)(n.’+ n,>+ ns?), vamos exigir que:

n12+ n22+ n32= 243.

Se analisarmos a soma de quadrados perfeitos menores que 243
(4,9,16,25,36,49,64,81,100,121,144,169,196 e 225), s6 ha 3 possibilidades:

81+81+81=243 9+9+225=243 25+49 + 169 = 243
Na primeira configuracado, apenas um estado: n;=n,=nz=9

Na segunda configuracao ha 3 estados: n;=n,=3en;=15;n;=3, n,=15,n3=3;e n;=
15e Ny=N3= 3

Na terceira configuracdo ha 6 estados: n;=5, n,=7,n3=13; n;=5, n,=13,n3=7; n;=
7, Ny = 5, N3 = 13, ni= 7, Ny = 13, N3 = 5, n{= 13, Ny = 5, N3 = 7, ni= 13, Ny = 7, n;=>5

Vamos analisar agora o caso da funcdo simétrica (as 3 particulas serem boson) e anti-
simétrica (as 3 particulas serem férmion). Como todas essas configuracoes tem a
mesma energia, ndo ha nenhuma preferéncia energética por uma delas. A
configuracao mais provavel entretanto sera a terceira por razoes estatisticas, ja que ha
um maior nimero de estados possiveis para atingi-la.

Bdsons:

Inicialmente no caso de n;=n,=n;=9:

A normalizacdo exige que A = (2"/(pa"))"’? (ver anexo 9) Paran=3ep=1
Woyoe) (X1, X2,X3) = Wo(X1)We(X2)Ws(Xs) = (2/a)¥?[sen(9mx1/a)sen(9rx,/a)sen(9rixs/a)]
Para n;=n,=3e n3= 15 e demais permutacdes: (n = 3 e p = 3 para a normaliza¢io)
Weanaias) (X1,X2,Xs) = Pa(X1)Walx2)Was(Xa) + Wa(xe)Wis(X2)Ws(xa) + Wis(xe)Walx2)Wslxs) =

= (8/(3a%))?[sen(3mx1/a)sen(3mx,/a)sen(15mxs/a) + sen(3mx./a)sen(157mx,/a)sen(3mxs/
a) + sen(15nx./a)sen(3mx,/a)sen(3mxs/a)]

Para n;=5, n,=7 e nz= 13 e demais permutacdes:(n = 3 e p = 6 para a normaliza¢3o)



Wisma) (X1, X2,X3) = Ws(X1)P7(X2)W13(Xs) + Ws(X)Wia(X2)Wr(X3) + Wr(x1)Ps(x2)Pas(xs) +
W7 (X1)W13(X2) Ws(Xz) + Wia(X1)Ws(X2)W7(xs) + Wis(X1) W7 (X2) Ws(x3)=

= (4 /(3a%))Y?[sen(5mx1/a)sen(71ix,/a)sen(13mxs/a) + sen(5mxq/a)sen(137x,/a)sen(7mxs/
a) + sen(7nx./a)sen(5mx,/a)sen(13mxs/a) + sen(7mx./a)sen(13mx,/a)sen(5mxs/a) +
sen(13rnix./a)sen(5mx,./a)sen(7rnixs/a) + sen(13mx./a)sen(7mx,/a)sen(5mxs/a)]

Fermions:

Apenas a terceira configuracao é possivel porque fermions ndo podem estar no
mesmo estado quantico, o que ocorre na primeira e segunda configuragao. Para
determinar a funcao composta usaremos o método do determinante de Slater:

l-IJS(Xi) lIJ7(X1) lJ—’13(X1)
Ws(x2) Wrlx2) Wialxz)
Ws(xs) Po(xs) Wialxa)

(n =3 e p = 6 para a normalizag@o)

W13 (X1,X2,X3) = Ws(X1)W7(X2)W13(Xa) + Y7 (X1)Paa(X2)Ws(Xz) + Was(Xa)Ws(x2) W (xs) -
Wia(X)P7(x2)Ws(X3) = Wr(xe)Ws(X2)Wa(Xs) = Wsxa)Paa(x2)P7(x3) =

= (4/(3a%))Y?[sen(5mx1/a)sen(71ix,/a)sen(13mxs/a) + sen(77x./a)sen(13rix,/a)sen(5mxs/
a) + sen(13mnxy/a)sen(5mx./a)sen(7mxs/a) - sen(13mxs/a)sen(7mx,/a)sen(5mxs/a) -
sen(7mnx,/a)sen(5mx,/a)sen(13mxs/a) - sen(5mx./a)sen(13mx,/a)sen(7mixs/a)]

Note-se que a funcao é antisimétrica pois se trocarmos qualquer x; por x;, havera uma
troca de linhas no determinante => troca de sinal.

Vamos analisar agora o caso geral em que ha varios niveis de energia E, E,, Es, ..., Ej,
cada um deles com diferentes niimeros de estados quanticos Qi, Q,, Qs,...,Qn
(chamados estados degenerados, porque sdo diferentes embora com a mesma
energia. Quando Q = 1 o estado nio é dito degenerado). Se distribuirmos N particulas
pelos niveis de energia, colocando N; em E;, N, em E, e assim sucessivamente,
teremos como resultado uma energia total E. Queremos saber, para uma determinada
escolha de Ny, Na,...,N,,, quantas possibilidades distintas de ocupacao existem.

Para o caso cldssico as particulas sdo todas distinguiveis. Assim, do total de N
particulas existem Cy"'modos de formar o grupo de N, particulas no nivel de energia



E.. Mas em E;ha Q; estados quanticos. E para cada particula ha Q; possibilidades de
alocacdo. Portanto, o nimero de possibilidades para o grupo de N, particulas em E;:

Pni=Qu Nt N!/[(N'Nl)!Nl!]

O mesmo raciocinio vale para N,, exceto que agora sé existem N-N; particulas totais
disponiveis em vez de N:

Prn2=Q, N2 (N'N1) !/[(N‘Ner)!Nz!]
O namero total de possibilidades para o caso classico é o produtério:

Pc = PN1PN2...PNn= Q1 N1 N'/[(N'Nl)lNll]Qz N2 (N'Nl)l/[(N'Nl'Nz)'N2|].Qn Nn (N - N1'...' Nn_
)V/I(N-Nq-...-N,) N, !]

Fazendo a simplificacdo de numeradores e denominadores:
Po = N!/(N-Ng-...-No)! TL" QM /Ni! = NI/0! T, Qe M /Ni ! = N! T QM /Ny !

Para o caso de férmions, a solucao é facil, porque eles nao podem ocupar o mesmo
estado. Assim, se N por coincidéncia for igual a soma de todos os estados(Q; + Q.+ Qs
+...+ Q,), s6 ha uma possibilidade: cada um em seu estado, o que resultard numa
energia E definida. Mas se N for menor, havera sempre alguma(s) energia(s) Ek para a
qual alguns estados estarao desocupados.

Dividindo N na particdo N;em E;, N, em E,, etc, de forma que Ny <=Q, havera Co*
modos de ocupacao para o k-ésimo estado. O niimero total de possibilidades para
férimons sera o produto dessas combinacoes:

Pr=T1,"Co™ = TI1" (Q! / [(Qe - Ni)! Ni!)

Para o caso dos bdsons, existe a complicacdo de que, para um determinado nivel de
energia Ex, as N, particulas podem se agrupar todas num mesmo estado, ou se
distribuir de qualquer forma pelos diversos estados do mesmo nivel de energia.

Um método de célculo é considerar a principio que todas as particulas sao
distinguiveis, e que as fronteiras (moéveis) entre estados também s3o particulas,
igualmente distinguiveis. Abaixo esta um exemplo, com 8 particulas em 3 estados. As
particulas sao identificadas como P1, P2,..,P8. Os estados sdao Q1, Q2 e Q3 e as
fronteiras entre eles sao identificadas como F1 e F2. Sdo necessarias apenas 2
fronteiras para delimitar 3 estados.

PL P2 F1 P3 P4 P5 F2 P6 P7 P8



Ha 2 particulas no estado Q1, 3 particulas no estado Q2, e 3 particulas no estado Q3.
Uma outra possibilidade é:

P7 P2 P4 P3 F1 P5 P1 P6 F2 P8
Agora ha 4 no estado Q1, 3 no estado Q2 e 1 no estado Q3.

Somando “particulas” fronteiras e particulas propriamente ditas hA Np + (Q - 1)
elementos, sendo cada um deles identificado. O primeiro elemento pode ser qualquer
um dos Np + (Q - 1), restando [Np + (Q - 1) - 1] elementos a serem escolhidos para a
segunda posicao, e assim por diante. No total teremos [Np + Q - 1)]! configuracdes.

Voltando agora a realidade de que as particulas sao bosons, para cada posicao das
fronteiras (por exemplo F1 na terceira posicdo e F2 na sétima posicao) tanto faz o
nome das 2 particulas do grupo 1, das 3 do grupo 2 e das 3 do grupo 3. Todas as
permutacoes das particulas Pk para o primeiro exemplo acima representam a mesma
configuracao, ja que bdsons sao indistinguiveis. Portanto devemos corrigir nossa
formula para: [Np+Q - 1)]! / Np!

Mas além disso, a identificacdo dada as particulas fronteira também sdo arbitrarias. No
mesmo exemplo, se F1 for trocado por F2 temos a mesma configuracdo. Portanto
devemos também dividir pela permutacao das particulas fronteira:

(Np+Q-1)!/[NpHQ-1)!]

O namero total de configuracoes para uma particao Ny, N,,...,N, pelos niveis de energia
E,, E,,...E, para bosons é entao:

Po= T1," [Nk + Q- 1)]' / N!/(Q - 1)!

Para cada caso (classico, férmions e bdsons), a configuracdo mais provavel em uma
determinada energia E sera aquela particao N4, N,,...,N, pelos niveis de energia E;,
E,,...E, que comporte um maior nimero de possibilidades P. Com as exigéncias de:

N = N1 + N2 +...+ Nn
E= N1 E1 + N2 E2 +...+ Nn En

Esse é um problema de maximizacao de uma funcao de varias variaveis sob restricoes
de dominio, que pode ser resolvido pelo método dos multiplicadores de Lagrange (ver

anexo 10)

Vamos comecar analisando o caso cldssico:

Po= N! TT," QM /Ny!



E mais facil trabalhar com logaritimos num produtério, por transforma-lo num
somatorio. E qualquer que sejam os valores de Ny, N,,...,N,que maximizem a funcao
P., esses mesmos valores maximizam a funcao F = In(P.), ja que F € mondtona, ou seja:
se PNy, N2,...,Ny) > PNy, Na,...,No) => F(N, N2,...,N,) > F(N3, Na,...,N,)

F=1In(N!) + In(Q:"*/N4!) + In(Q.N*/N,!) +...+ In(Q.""/N,!) =>
F=In(N!)+ N;In(Q4) - In(Ny!) + N2 In(Qz) - In(N2!) +...+ N, In(Q.) - In(N,!)

Vamos considerar que os Ni’s sdo grandes o bastante para serem adequadamente
aproximados pela férmula de Stirling:

In(X!) = XIn(X) - X

F=NIn(N) - N+ N:In(Qu) - [N1In(N1) = NiJ + N2 In(Qz) - [N2In(N2) = N2] +...+ N, In(Qy) -
[N In(Nn) = Ni] = NIn(N) - N1 In(N3) - N2In(N2) -...- NoIn(N,) + N1 In(Qi) + N2 In(Q2) +...+ N,
IN(Qn) = N+ Ni+ Na+ ...+ Na=NIn(N) + Nq[In(Qs) = In(Ng)] + N2[In(Qz) - In(No)] +...+
Na[In(Qn) = IN(Ny)] - N+ N1+ No+ ...+ Nj

O método dos multiplicadores de Lagrange consiste em igualar o gradiente dessa
funcao a uma combinacao linear dos gradientes das funcoes de restricao de dominio,
gue sao:

g1 = N - (N1 + Nz +...+ Nn)
g = E- (Nl E1 + N2 Ez +...+ Nn En)
Logo:

OF/0N= -A10g:1/0N, - A,0g,/0N, (o sinal negativo é arbitrario e se relaciona a

interpretacdo dos A’s que veremos adiante.)
=>In(Qd) - IN(NW) - 1+ 1= A+ AEe=> In(N) = In(Q) - As- AzE =>

Ny = Qk/eXp[()\r" )\ZEk)]

Para o caso dos férmions:
Pe=T1,"Co™ = T11" (Q! / [(Qe = Ni)! Ni!)

F=1In(Q4!) - In((Q1 = N1)!) - In(N1!) +In(Q.!) - In((Q2 = N2)!) - In(N2!) +...+In(Q,!) - In((Q. -
Nn)!) - In(N,!)

Usando a aproximacao de Stirling também para Qi - N, considerando que Qi >> Ny:



F=1In(Q.!) +In(Q.!) +...+ In(Qa!) - [(Q1 = N9)IN(Q1 = N4) - (Q1 = N1)] - [(Q2 = N2)In(Qz - N»)
- (QZ - NZ)] Tee” [(Qn - Nn)ln(Qn - Nn) - (Qn - Nn)] - Nlln(Nl) + Nl_ N2|n(N2) + N2 Teed”
NnIn(N,) + N,

aF/aNk= 'Alag1/aNk - )\zagz/aNk=>
=> In(Qk - Nk) +1-1- In(Nk) -1+1= )\1+ )\zEk=>
=> Qu - Ni= Neexp[A;+ AE(] =>

=> Ni= Qu/(1+exp[As+ AEi])

Para o caso dos bdsons:
Pp= T1," [Nk + Qc- 1)]! / N!/(Q - 1)!

F=In([N:+Q: - 1]') - In(N4!) - In((Qq - 1)!) + In([N2 + Q2 - 1]!) - In(N2!) - In((Q. - 1)!) +...
+In([Nn + Qn - 1]') - In(an) - ln((Qn - 1)') =>

Usando a aproximacao de Stirling:

[N:+Qq - 1]In([N;+Qq - 1]) - [N1 + Qs = 1] - N1In(Ny) + N¢-In((Qq - 1)!) + [N2 + Q; -
1]In([N2+ Qz - 1]) - [N2 + Q; = 1] - N2In(N) + N2- In((Q, - 1)!) +...+ [N, + Q- 1]In([N, +
Qn - 1]) - [Nn + Qn - 1] - ann(Nn) + Nn' In((Qn - 1)')

OF/0N = -A1081/0N, - A,08,/0ONy =>

=> In([Ne+ Qe-1]) +21-1-In(N) - 1+ 1= A+ AE=>
=>In(Ny) = In([N + Q¢ - 1]) = A1 - AE=>

=> Ni= [N+ Q- 1)/exp(AL+ AE) =>

=> N1 - 1/exp(A:+ AE)] = (Qc - 1)/exp(Ai+ AE) =>
=> Ni= (Qq - 1)/exp(Ai+ AE) / [1 - 1/exp(A+ AE)] =>

=> N= (Qc - 1) / [exp(As+ AE) - 1]

Para cada caso temos n equacgdes mas n+2 incégnitas, pois além dos n Ny também ha
os parametros A, e A,.



Seguindo o método dos multiplicadores de Lagrange, temos que usar as relacoes de
restricdo de dominio:

g1=N-(N;+N;+.+N,)=0
g = E - (N1E1+ N2E2 +...+ NnEn) =0

E além disso temos que saber as energias E, e os niimeros de estados por E,(as
degeneracdes). Tudo isso depende do tipo de potencial. Vamos usar o caso do modelo
de poco infinito de 3 dimensdes (ver anexo 11).

Como o nuimero de elétrons livres e de estados é enorme, faremos uma aproximacao
das variaveis discretas por variaveis continuas. Assim cada Ex € aproximado por uma
vizinhanca infinitesimal de um dado valor de energia. Pela simetria do modelo em
guestao, essa vizinhanca é uma casca esférica no espaco reciproco:

dEy= [A?V/(2mT? )k*] dk

Como a energia dessa casca é: E,= h?|k|?/(2m), o valor de dE,pode ser considerado o

produto dessa energia pelo nimero maximo de elétrons da casca. E como ha 2
elétrons por estado:

dEx= EdV/(21) k] dk

O numero de estados quanticos da casca, que nas formulas anteriores foi
representado por Qi é entao:

Qq= [V/(2m*) k] dk

A primeira restricdo: g = N - (N;+ Ny +...+ N,) =0 => N = N; + N, +...+ N, pode ser entdo
aproximada por uma integral, onde cada Nydo somatério € o niumero de particulas
presentes na casca:

Para o caso classico:

Nc= Qqexp[-(A;+ AzEy)], portanto:
N =V/(2m*)[,” k®exp[-(A1+ A.E)]dk , e como E,= h?| k|*/(2m) =>
N = V/(21?)exp(-A1) [,° k2exp[-(A2h?k*/(2m) )]dk

Resolvendo a integral, (ver anexo 12)

=> N = V/exp(-A) [(T(M/(272A,))°1V? = V exp(-A1) [m/(2TTA2A,) | ¥ =>

=> exp(-A1) = (N/V)[(217%A,)/m]#?



Ja temos uma expressdo para A;, mas em relacdo a A..

Agora, aplicando a segunda restricao:

g, =E-(N{E; + NyE;+...+ N,E;)) =0=> E= N;E; + N,E; +...+ N E,

E = [,"Quexpl-(A1+ AEc)IEdk = V/(211%) [,° K*Exexpl-(A1+ AsE()]1dk =>
=>E = V/(210°)exp(-A)7°/(2m) [, k*expl[-A2h’k*/(2m) 1dk
Substituindo o valor de exp(-A,):

=> E =V/(21) (N/V)[(21t72A,)/m]®2h%/(2m) [,° k*exp[-A7%k?/(2m) 1dk

O valor da integral é (ver anexo 12):

(4 -1)(4 -3)/(Ah%/(m))¥2(1/2)(TU/(AF2/(2m)) Y2 = (3/2)(m /AR (2mTU/ (AR2)) V2 =
- 3/2(1/2)n(1/2)(m /)\2,’:L2)(5/2)

Logo E =V/(2m?) (N/V)[(21tA%A2)/m]®?R2/(2m)3/2Y2 Y2 (m /A R2)? =>

=> E=(3/2)N/A,

Esta expressao para a energia cinética do gas de elétrons, se for associada a expressao
classica para a energia de um atomo a temperatura T:

E/N = 3/2k,T, onde k, é a constante de Boltzmann,

sugere que A,= 1/(k,T)

Nao esta claro porque isso deveria valer também para bdsons e férmions ja que toda
essa deducao (do livro do Griffiths) foi para particulas distinguiveis, mas essa relacdo
entre A, e a temperatura parece ser geral.

Define-se como potencial quimico a grandeza: U (T) = - A1 kpT

A partir dessas referenciais macroscopicas, as equacoes para o nimero mais provavel
de particulas em um dado estado com energia E,sao

Cldssico: Ny= Qu exp[-(A1+ AzE)] => Ng = 1/ exp((Ex-[1)/koT))
Férmions: Ny= Qi /(1+exp[A1+ AzEc]) => Nq =1/ [1 + exp((Ex-M)/kpT) ]

Bdsons: Ny= (Qi - 1) / [exp(As+ AzEy) - 1] => Nq = 1/ [exp((Ex-1)/ksT) - 1] (considera-se

gue o numero de estados Q,>> 1).



No modelo dos férmions, para T-> 0 as conclusdes sao: se Ei > |1, a exponencial tende
ato ,eNqg->0.Jase Eq< |l aexponencial tende a-» , e Nq-> 1. Ou seja, todos os

estados quanticos estardo ocupados para energias menores que o potencial quimico, e
todos estardo vazios para energias maiores. O potencial quimico no zero absoluto nada
mais é que a energia de Fermi!

Isso ndo deveria surpreender, ja que A;é um parametro associado apenas ao fato do

somatério dos nimeros de particulas em cada nivel de energia ser definido (=N), e de
gue préximo ao zero absoluto, os estados sdo ocupados em sequéncia a partir do valor
mais baixo, até chegar a superficie de Fermi.



Estudo de Perturbacoes

Os exemplos de Hamiltoniano tratados até aqui resultaram em equacoes diferenciais
gue puderam ser resolvidas de forma exata. H4 muitos casos em que os Hamiltonianos
estao préximos de uma solucao exata, mas sao um pouco diferentes. A perturbacao
em relacdo ao modelo de solucao conhecida ndo é grande, de modo que podemos
escrever:

H=H,+ AH', onde H' é a perturbacio.

Vamos considerar que uma das solucao estacionarias de H é uma série de poténcias
em A da forma:

o> = W2+ A, >+ N>+ Ny l> ++ Ay

Obs: os expoentes nos |y, > ndo sdo poténcias, apenas identificadores, sendo |@,’> a

solucao estacionaria para Ho.

O Hamiltoniano aplicado a fungao |y, > resulta em:

(Ho + AH)[|@,*> + AJg, ">+ N2>+ Ny > +..+ A"y ">]=[E° + AE," + N’E;” +
)\BE”3 oot )\nEnn][|l‘pn0> + )\|l'IJn‘|> + )\2|l‘pn2> + )\3|l‘pn3> ot )\nll‘pnn>]

Agrupando os termos nas poténcias de A:

HO |lun0> + )\[Holl'pn1> + H'|L|Jn0>] + )‘Z[H0|wn2> + H'|L|Jn1>] to. = EnO |L|Jn0> + )\[En0|"pn1> + En1|
l‘I‘Jn0> ] + AQ[Eno|l'|',n2> + EnllLIJn1> + En2|l‘|Jn0>] t...

O termo independente de A é o hamiltoniano conhecido, o de primeiro grauem A é a
primeira ordem de perturbacdo, o em segundo grau em A a segunda ordem de

perturbacao e assim por diante.
Para uma aproximacao que sé leve em conta o primeiro grau de perturbacao:
Holy,'> + H'|y,>> = E°|y,'> + E,'|@,°> para qualquer valor de A.

Multiplicando a equacdo por <y,’|,

<P, [Holw,"> + <@ °[H'[p,”> = <y °[E °|@, "> + <y °|E |y °> =>
<l'I"n0|E"1O|l'I‘|n1> + <L|JnO|HI|L|JnO> = <l'IJnD|E"1O|l'I‘|n1> + En1<LIJnO|l'|Jn0> =>

<y |H'|g > =E;}



A equacdo acima é um resultado extremamente (til, de que a energia adicional
correspondente a uma perturbacao de primeira ordem é o valor esperado do
Hamiltoniano da perturbagéo no estado ndo perturbado |@,>, que é uma fungio

conhecida.

Por exemplo, se num poco infinito de potencial em uma dimensao, entre O e a, for
adicionado um potencial crescente, H' = V = Ax:

|p, %> = (2/a)"?sen(nTix/a)
E.'=<y,”|H'|y,’> = (2/a) [ " sen(nmix/a)Axsen(nTix/a)dx = (2A/a) [," xsen*(nrix/a)dx =

= (A/a) 7 x(1 - cos(2nmix/a)dx = (A/a) [x*/2 -(x/(2nT/a))sen((2nTT/a)x) -
(1/(2nT1/a)*)cos((2nT1/a)x)],° = (A/a)[ a%/2 - (a/(2nT1/a))sen((2nT1/a)a) -
(1/(2n1/a))cos((2nT/a)a) + (1/(2nT/a)?)] = Aa/2

A energia do Hamiltoniano original era E,° = n?t?h?%/(2ma?)
A nova energia sera: E = E.°+ E,'= n*m?h?%/(2ma?) + Aa/2

Uma vez determinada a energia decorrente da perturbacao, é preciso também
determinar a funcdo de onda correspondente. Reescrevendo a equacao para o
primeiro grau de perturbacao:

HO|LIJn1> + H’ll'IJnO> = En0|q’]n1> + Enl‘l'pn0> =>
=> (HO_ En0)|wn1> =- (HI - En1)|l~pn0>

Como E,'ja foi determinado, o Unico termo desconhecido é |y,'>, e o operador (Ho-
E.°) sobre |y,'> representa uma equacio diferencial, onde aparecem a funcio e seu
argumento (por exemplo x, se estivermos tratando de uma variavel, ja que |@,°> é uma

funcdo conhecida desse(s) argumentos).

Vamos representar |y, '> por uma combinagao linear das solucdes da funcdo ndo

perturbada. Por alguma razao, parece que isso é sempre possivel.

l@,'> = Zca"|Y,.’>, e substituindo na equagéo acima:
(Ho- Ex')Zca™|W,"> = - (H' - E4') @, ">
Os termos Ho|y, "> sdo solugdes da equacio néo perturbada e iguais a E.’|y, >

Z( Emo' Eno)cmn|l-pmo> =- (HI - En1)|L|JnO>



Tomando agora um determinado valor de m, (chamando-o de L), faremos o produto
escalar de <y,°| pela equacio:

Z(En’- E)Cn™<@ 2|, 0> = - <@ °|H' @ > + E.'<y ° |y, °>

No somatodrio do lado esquerdo da equacdo, m assume todos os valores inteiros
exceto n, porque como estamos supondo que |Y,"> é solugdo da equagio diferencial,

entdo |g,'> - a|Y,°> também serd uma solugio, ja que:

(Ho- E)aly,’> = a(Ho |@,°> - E.°|,’>) = a( E.’ |@,°> - E,°| @,’>) = 0 para qualquer

coeficiente a. Portanto o termo em que m = n n3o existe.

Sendo assim, se L = n, todos os termos do lado esquerdo sdo zero, (as funcdes sio
ortogonais), e voltamos a expressao conhecida (pois <.’y °> = 1):

En'= <y’ [H'[y,’>

Quando L<>n havera um termo nao nulo a esquerda:

(E°- Eal<@ Q> = - <@’ [H' |y > + El<y |y, °>

Como <y,° |y, °> =0, ja que L<>n =>

c"=- <y |H'|y,°’>/(E°- E) ou, ji que L pode ser qualquer m:
tn'= <Y, [H' @,/ (E’- En))

A funcdo |y,'> sera portanto:

W,'> = Z(<y, [H'y,">/ (E°- E))|y, ">

Como vimos que no somatorio a variavel m ndo assume o valor n, o denominador nao
se anula. Entretanto isso s6 € valido porque na deducio acima o estado |y, °> foi

eliminado do somatdrio, e ele era o Gnico estado com energia E,°. Em caso de
degeneracio, ou seja se houver pelo menos mais um estado |y ,°> com a mesma

energia E.°, o denominador vai se anular, e essa forma de solucio n3o sera possivel.

Suponhamos agora o caso onde ha 2 estados ortogonais para uma mesma energia:
E°=> |,”> e |y,’>, sendo <y,°|y,*> = 0.

Em primeiro lugar, como ambos satisfazem o Hamiltoniano:



Holp,”> = E° |@,’> e Ho|@,’> = E° | ,°>

Consequentemente, qualquer combinac3o linear a|@,’> + b |y, °> também serd uma

solucao pois:
Ho(a|W,’> + b|y,’>) = aHo|@,’> + bHo | ,*> = aE® |@,’> + bE [ @,*> = E°(a|@,"> + b|y,’>)

Escrevendo novamente a expressao para o primeiro grau de perturbacio e omitindo o
indice n das funcoes e energias:

Hol'> + H'|y’> = E°|y'> + E'[y">

Definindo |Y°> = (a|y,”> + b|y,>) e fazendo o produto escalar com <y.°|
<@, [Ho|p'> + <@ *[H'|Y®> = <@ 7|@"> + E'<y ’|y’>=>

E<y, Q"> + <@l [H'|Y"> = E<y ’@'> + E'<y0|y’>=>

<Y [H'|y> = El<y f|y’>=>

<@lIH'(alp,™> +bly,™>) =E<y (alyp,’> +b|y,>)=>

a<y’[H'[@,’> + by’ [H'[@,"> = aB'< |y, *> + b E'<y |y, > =>
a<y,’[H'|@,%> + b<y.’|H'|y,’> = aE’

De forma analoga, o produto escalar por <y.°| =>

a<y,’[H'[y,’> + b<y,’|H'|y,’> = bE’

Os termos que multiplicam a e b sdo elementos conhecidos da matriz do operador H’
na base formada por |y,’> e |y, %>.

As 2 equacoes acima formam um sistema de equacdes em que a e b podem ser
determinados, sdo as componentes do autovetor com autovalor E*:

|<@,’H' |, <@l IH' g, | | a | | a |
| I | I = E | |
| <y, [H'p,>> W H'w,> | | b | | b |
A solucao (ver anexo 13) é:

EY = [(<@lH' W > + <@l [H'[@,°>) +/- (<@ [H'[@,°> - <@’ [H'|,°>)* + 4<y,’|H'|
LIJbO><L|JbO I Hl I LlJa0>))(1/2)] / 2



Havera 2 valores para E*, correspondentes ao sinal positivo e negativo da raiz da
equacao acima.

Se a ou b forem zero, obtém-se simplesmente as equacdes do caso ndo degenerado
visto anteriormente:

Por exemplo b =0 =>

=>a<yl|H'[Y,>= aE e <y, |H'|Y,>=0=> E'= <y’ [H'|y,>

Esea=0=>

=>b<y,’[H'|Y,’>=bE'e <y |H'|Y,’>=0=> E'= <y,’|H'|y,’>

Nesses casos a combinaco linear [@°> = (a|y,”> + b|y,°>) reduz-se respectivamente a

|@.’> ou |y,’>, poissea=0=>b=1eseb=0=>a=1.

Quando é possivel encontrar funcées |.°> e |P,°> que sejam os proprios autovetores

de H’ o problema é simplificado pois a matriz acima é diagonal e os valores de energia
podem ser determinados como no caso sem degeneracao.

O processo usado para encontrar as energias para estados n-degenerados pode ser
extendido a partir do método visto para dupla degeneracao. As energias sao os
autovalores do operador H'.

Exemplo: poco de potencial 3D (ver anexo 11), mas com as dimensoes iguais para
comprimento = a, largura = a e altura = a, e com uma perturbacao para que o potencial
passe de zero para V,para larguras (dimensdo x)entre 0 e a/2 e comprimentos
(dimensao y) entre 0 e a/2.

O estado nao perturbado de mais baixa energia ndo é degenerado, pois sua energia é
dada por:

E(1,1,1) = 3h%/(2m)(11/a)?

Para determinar o efeito da perturbacao nessa energia devemos usar a equagao, onde
o coeficiente de normalizagao das funcdes esta calculado no anexo 9:

Eina’= <, [H'|@,,,°> = (2/2)°[* [ o”*[o¥* Vosen?(TTz/a)sen?(Tix/a)sen?(Tly/a)dzdxdy =
= (2/a)%[o*[o*[o¥*Vo(1-cos(2Mz/a))/2(1-cos(2Tix/a))/2(1-cos(2my/a))/2dzdxdy =

= (1/a)®Vo(z-(a/(2Mm))sen(2mz/a))) | *(x-(a/(21))sen(21x/a)) | 2(y-(a/(2TT))sen(2Tty/a)) | '
= (1/a)*Voa(a/2)(a/2) = Vo/4



Para o primeiro estado excitado, a mesma energia corresponde a 3 diferentes funcoes
de onda:

E(2,1,1) = E(1,2,1) = E(1,1,2) = h¥/(2m)[(2*11/a)?+ (1/a)*+ (T/a)?] = 3(AT/a)/m

As funcdes sao:

W,,," = (2/a)¥*sen(2mx/a)sen(my/a)sen(Tz/a)

W, = (2/a)**sen(Tix/a)sen(2my/a)sen(mz/a)

W,,,0 = (2/a)¥*sen(Tx/a)sen(Tty/a)sen(2mz/a)

Temos que montar uma matriz 3 x 3 nesse caso de tripla degeneracao:

Mis = <, [H'|@,0,>= (2/8)*[¢° [o*?[o* Vosen?(TTz/a)sen?(2TTx/a)sen’(Tly/a)dzdxdy
My = <y [H' [@>=

(2/a)°[o* [ % [o** Vosen?(Tiz/a)sen(2TIx/a)sen(Tx/a)sen(Ty/a)sen(2Tty/a)dzdxdy
My = <Wy, [H' @y, >=

(2/a)°[o* [ %[0 Vosen(Tiz/a)sen(2Tiz/a)sen(2Mx/a)sen(Tix/a)sen?(Tly/a)dzdxdy
My = <Woy [H' [ @, >=

(2/a)°[o* [ % [o** Vosen?(TTz/a)sen(2Tix/a)sen(Tix/a)sen(Ty/a)sen(2Tty/a)dzdxdy
My, = <@y [H' [ @y >=

(2/a)°[o* [ 0% [o** Vosen?(Tiz/a)sen?(Tix/a)sen’(2my/a)dzdxdy

My = <@ [H' [ @y, >=

(2/a)°[o* [ %[0 Vosen(Tiz/a)sen(2Tiz/a)sen(Tix/a)sen(2Tix/a)sen’(Tly/a)dzdxdy
My = <Yy, |H' (@, >=

(2/a)°[o* [ [o*? Vosen(Tiz/a)sen(2Tiz/a)sen(2TIx/a)sen(Tix/a)sen’(Tty/a)dzdxdy
My, = <y, |H' [y >=

(2/a)*[o*[o™*[o** Vosen(Tiz/a)sen(2T1z/a)sen(Tix/a)sen(2Tix/a)sen?(Ty/a)dzdxdy

M, = <L|J112|H, | Y,,>=



(2/a)°[o* [ o2 [0** Vosen?(2Tz/a)sen?(Tix/a)sen?(Tty/a)dzdxdy

My = M,, = My, = Vo/4, de forma similar ao calculo anterior.

As integrais dos termos fora da diagonal exigem a integral de produto de senos de
argumentos diferentes: [sen(2v)sen(v)dv

Observando que:

cos(2v+v) = cos(2v)cos(v) - sen(2v)sen(v)

cos(2v-v) = cos(2v)cos(v) + sen(2v)sen(v)

[cos(2v-v) - cos(2v+V)] / 2 =[cos(v) - cos(3v)] / 2 = sen(2v)sen(v)

podemos substituir esses produtos de senos por diferencas entre cossenos

Logo: M., = <, |H’'|W,,,>= (2/a)*[*[o™*[ 0¥ Vosen?(Tiz/a)sen(2Tix/a)sen(Tix/a)sen(Tty/
a)sen(2my/a)dzdxdy = Vo(2/a)[o*[o*2[o¥?(1-cos(2Tz/a))/2 (cos(Tix/a) - cos(3mx/a)) /
2(cos(mty/a) - cos(3my/a)) / 2 dzdxdy = Vo(1/a)3[z-(a/(211))sen(2mz/a))]*[(a/
)sen(Tx/a) - (a/(3m))sen(3Mx/a)]o*?[(a/T)sen(Ty/a) - (a/(3M))sen(3my/a)]s”?=

Vo(1/a)°[all(a/m) + (a/(310))][(a/T1) + (a/(3T1))] = (16/9)Vo/TP?

Portanto:

M,,= M,, = (16/9)Vo/m?
M,; =M,, =0 pois a integral [(a/T)sen(Tz/a) - (a/(211))sen(31z/a)]s*= 0
Pela mesma razéo M,, =M,, =0

Podemos portanto representar a matriz como:

(Vo/4) |k 1 0|

onde k = (16/9)Vo/T (4/V,) = (8/(3M))?

Deixando de lado a principio a constante (Vo/4), o sistema a resolver é:



|1 k 0| EY E]

k 1 ol |b] = AE  |b]

00 1] |cl |cl

onde os valores de AE sdo os delta de energia da perturbacio, e a, b e c os coeficientes

da combinacao linear de funcdes nao perturbadas que resultam na funcao final. O
sistema € equivalente a:

|1-AE k 0 | El
|k 1-AE O | |lb| = 0
|0 0 1-AE | |c|

Para haver solucao além da trivial, o determinante do sistema deve ser zero:

(1-AE)*- (1- AE)k*=0=>AE=10u (1-AE)*=k*=>(1- AE) =+/-k=> AE = 1-k ou AE =
1+k

Incluindo de volta a constante (Vo/4), os delta de energia resultantes da perturbacéo
sao:

AE;=1=>Vy/4
AE, = 1-k => Vo/4 (1 - (8/(31))%) ~ 0,28,
AE; = 1+k => Vo/4 (1 +(8/(31))?) ~ 1,72AE,

O que se passa é que o primeiro nivel excitado, que tinha o mesmo valor de energia
para 3 estados na condicao original, passa a ter 3 niveis diferentes de energia, uma
para cada estado.

As funcoes de onda correspondentes a esses estados perturbados sdo combinacoes
lineares das funcdes ndo perturbadas, com os coeficientes a, b e ¢, que representam os
autovetores do sistema:

11k 0] |al |al

k 1 o |b] = AE  |b]

00 1] |cl |cl



Novamente sem a constante Vy/4, até porque depois vamos normalizar as fungoes de
onda, temos 3 situacoes:

1) Para AE=1
atkb=a eka+tb=b=>comok<>0=>a=b=0
¢ pode ter qualquer valor, mas para efeito de normalizacao ¢ = 1:

1_ 0
=>Wi =Yg,

2) Para AE=1-k
a+kb=(1-k)la=>k(a+b)=0=>a=-b
ka+b=(1-k)b => k(a+b)=0=>a=-b
c=(1-k)c=>c=0

Normalizando,a=1/ V2 eb=-1/ 2

=>L|J2111=1/ \/5 L|J2110 -1/ \/E L|J1210

2) Para AE = 1+k
a+kb=(1+k)a=>k(a-b)=0=>a=b
ka+b=(1+k)b => k(a-b)=0=>a=b
c=(1-k)c

Normalizando,a=1/ V2 eb=1/ V2

=>Y,,' =1/ \/E Wy,* + 1/ \/E T



Correcao relativistica do atomo de hidrogénio

A equacio de Schroedinger usa o termo p?/(2m) para a energia cinética. Essa
expressao é perfeitamente valida para velocidades do nosso mundo cotidiano, mas as
velocidades dos elétrons sao suficientes para que os efeitos relativisticos aparecam,
embora as correcoes sejam muito pequenas. Nesse quadro, entrar com a contribuicao
relativistica como uma perturbacao é uma estratégia aceitavel.

A energia cinética relativistica é (ver anexo 16):

(1/2) _ (1/2) _ 2

E = c(m?c®+ p?) mc®=>E = mc*(1 + (p/mc)?) mc

Chamando u = p/mc e expandindo E(u) nos primeiros termos da série de Taylor em
torno de zero, ja que para situacoes bem abaixo da velocidade da luz, p<<mc:

E(0) = mc? - mc?=0

E'(u) = (1/2)(mc?)(2u)(1 + u?)™? = u(mc?)(1 + u?)?=>E'(0) = 0

E"(u) = (-1/2)u(mc?)(2u)(1 + u?) ¥+ (mc?)(1 + u?)? => E”(0) = mc”
E”’(u) = (mc?)[3u’(1 + u?)™?- 2u(1 + u?)¥?- u(1 + u?)¥?]=>E""(0) = 0

E””(u) = (Mc?)[-15u*(1 + u?)72+ 9u*(1 + u?)> P+ 6u?(1 +u?)™?- 2(1+ u?) ¥+ 6u*(1 +
uz)(_3/2)_ (1 + u2)(-3/2)] => Enn(o) = -3(mc2)

E = E(0) + E’(0)(p/mc) + (1/2)E”(0)(p/mc)?+ (1/6)E’”’(0)(p/mc)®+ (1/24)E”"’(0)(p/mc)* =
= (1/2)mc*(p*/(m3c?)) - (1/24)3(mc?)(p/mc)*= p*(2m) - (1/8)(p*/(m3c?))

O primeiro termo é a aproximacao nao relativistica da energia, e o segundo a correcao
relativistica de primeira ordem.

H’ = - (1/8)(p*/(m°c?)) = - (1/(8m°c?))p

Para estados nao degenerados aplicamos o resultado:
E'=<y|H|g> = - (1/(8m°c?)<y | p’p*| y>

Mas como | > satifaz o Hamiltoniano original:
p*/(2m)|y>+V|y> = E[y> => p*| P> = 2m(E - V) |y>

E' = - (1/(8m°c”)<y|4m*(E - V)*|@> = -1/(2mc*)<y | (E - V)*| p> =>



=>E'=-1/(2mc?)<y| (E* + V? - 2EV ) |@> = -1/(2mc?)(E*+ <V?> - 2E<V>), onde os termos

entre brackets referem-se aos valores esperados.

Para o atomo de hidrogénio, V = -e? / (4Tt&or) =>
E!=-1/(2mc?)(E.2+ e* / [(4TEo)*<r?>] + Eqe? / (2TEo<r>)

Precisamos dos valores esperados de <1/ r?> e <1/ r>, que sdo calculados nos anexos
25 e 26. Os resultados sao:

<1/r>=(1/(an?) e <1/r* = 1/(n*a*(L+1/2))
Portanto:

Ere = -1/(2mc?)(E.2+ e* / [(4TEo)’[(L + 1/2)n%a%]] + Eqe? / (2TEon?a)

Usando a expressao para E, = -me*/(32m%h%,%)(1/n?) e a = (41th%,) / (me?)para

simplificar a expressao:

e’/ [(4mEo)?[(L + 1/2)n%a%]]=> [-n*E.(321*h’es”)/m] / [(4TTE)[(L + 1/2)n’a%]] =
=-2h%E,/ [m(L + 1/2)n](1/a%) = -2h%E./ [m(L + 1/2)n](m?%e*)/(16T*h%ey?) =

= - (me*E./(8M?h%e(L + 1/2)n) = 4nE.%/(L + 1/2)

Por outro lado:

E.e?/ (2TEon®a) = Eqe® / (2TEoN?) (me?/ (4TTth%eo)) = Enme* / (8TTh%ey’n?) = -4E,°
Entdo:

Ere = -1/(2mc?)(E.* + 4nEY/(L + 1/2) - 4E,2=

= -E.?/(2mc?)(4n/(L + 1/2) - 3)



Correcao devida ao acoplamento spin-orbita do atomo de hidrogénio

Do ponto de vista do elétron, o préton é uma carga positiva que gira em torno dele,
gerando um campo magnético. Modelando esse campo de forma classica, como o
gerado por uma corrente num circuito circular fechado (anexo 17):

B= Hol/(ZR),

onde | = e/T, sendo T o periodo da 6rbita e “e” a carga do préton.

O elétron, tendo um dipolo magnético, tende a se alinhar com esse campo, e a energia
dessa interacao é dada por:

H=-M.B, sendo M o momento de dipolo magnético do elétron (anexo 18)

Por outro lado, no referencial do préton, o momento angular do elétron, também de
forma classica, considerando uma 6rbita circular, pode ser expresso como:

L=Rp =Rmv =Rm2MnR/T = m2nR*T =>T = m2nR?/L

Tanto o momento angular como o campo magnético apontam na mesma direcao,
perpendicular ao plano da 6rbita, de modo que combinando as expressoes para B e
para L:

|B| = Mo(e/T)/(2R) = Ho(e |L|/m2TIR?)/(2R) = Moe/(mM4TIR?) |L|
Usando que ¢ = 1/Ho€o, € expressando a relacio vetorial:
B = e/(41Eomc?R3) L

No anexo 18, o momento de dipolo magnético é calculado para uma corrente num
circuito retangular. Se considerarmos um sélido carregado eletricamente girando em
torno de si mesmo, havera também uma corrente produzindo um dipolo magnético,
ao mesmo tempo que um momento angular resultante da massa girante.

Aqui comeca uma correc¢do do eletromagnetismo classico: a relagdo entre o momento
de dipolo magnético e o momento angular depende da geometria em questao, e se o
elétron fosse realmente uma pequena esfera macica giratéria, com distribuicao
uniforme de carga, essa relacdo (razdo giromagnética) seria: (Anexo 20)

K =-e/(2m)S, onde S é o momento angular de spin. Mas o valor real é metade disso:
M. =-(e/m)S

A energia correspondente a interacdo entre o momento de dipolo do elétron e o
campo magnético gerado pelo préton seria entao:



H = -J.B = (e/m)e/(41Eomc?R%)S.L = e%/(41eom*c®R)S.L

Mas ha uma outra correcao a fazer nesse célculo, pois a energia esta sendo calculada
como se o elétron fosse um referencial inercial (em torno do qual o nucleo gira). E isso
nao é verdade, pois o elétron é um referencial acelerado.

Tanto a determinacao da razao giromagnética do elétron como a correcao devido ao
referencial ndo inercial envolvem consideracdes relativisticas, e coincidentemente se
cancelam mutuamente, como se a explicacdo pudesse ser totalmente classica. A
expressao correta para o hamiltoniano da perturbacao é portanto:

H' = e%/(8meom?c?R%S.L

Para obter o valor de S.L partimos da expressao para o momento angular total:
P=(L+S).(L+S)=L*+S*+2L.S (Le S comutam).

Logo: L.S = (J>- L*>-5?%)/2

Seus autovalores sdo a soma dos autovalores desses operadores:
Aj(j+1) - L(L+1) - s(s+1)1/2

A energia referente a perturbacao é o valor médio do seu hamiltoniano:
Ewo= <Y |H'|p> = <e?/(8Em’c®R)A°[j(j+1) - L(L+1) - s(s+1)]/2>

Como o spin do elétron é 1/2 e a Gnica variavel é R:

Ewo= (e¥/(8meom?c®)A¥j(j+1) - L(L+1) - 3/4]/2)<1/R*>

Trata-se de determinar o valor médio de 1/R?, que (anexo 19) é:

<1/R®*> =1 /[L(L+1)(L+1/2)n*a°]

Logo:

Ew= (€%/(8meom?c®)A?[j(j+1) - L(L+1) - 3/41/2)/[L(L+1)(L+1/2)n%a"]

Usando a expressao para E, = -me*/(32m°h%e,%)(1/n?) e a = (41th%,) / (me?) como no

caso da correcao relativistica:

1/(n%a%) = (-321*h%e,?)E./(me?)(1/na’) = (m3®e?)/(641°h%e°) (-321%h%e2)En/(me*) (1/n)=
=-e’m?E, /(21th’e,)(1/n) =>

1/(n%a®) = -e’m?E, /(21th’e,)(1/n)



Ewo= -(e*E./(16T2€0%c?h?)[j(j+1) - L(L+1) - 3/4]/2)/[L(L+1)(L+1/2)n]
Mas, e*/(16m°€x>hA%) = -2n’E./m

Ew= E.2/(mc?)n[j(j+1) - L(L+1) - 3/4]/[L(L+1)(L+1/2)]

A ordem de grandeza da correcao é a mesma da perturbacao relativistica, apesar de
tratar-se de fenébmenos diferentes. Adicionando-se as 2 perturbacdes temos a
perturbacao completa chamada de estrutura fina:

Eer= Esot Era=>
=> Eer= Eo2/(mc?)n[j(j+1) - L(L+1) - 3/4)/[L(L+1)(L+1/2)] - E.*/(2mc®)(4n/(L + 1/2) - 3)=>
Eer= Ex*/(mc?)[n(j(j+1) - nL(L+1) - 3n/4)/(L(L+1)(L+1/2)) - (1/2)(4n/(L + 1/2) - 3)] =>

o termo entre colchetes:

[n(j(j+21)/(L(L+1)(L+1/2)) - n/(L+1/2) - (3n/4)/(L(L+1)(L+1/2)) - 2n/(L + 1/2) + 3/2]
[n((+1)/(L(L+1)(L+1/2)) - 3n/(L+1/2) - (3n/4)/(L(L+1)(L+1/2)) + 3/2]

n[(j(j+1) - 3/4 1/(L(L+1)(L+1/2)) - 3n/(L+1/2) + 3/2

Eer= E-2/(2mcA{n[(2j(j+1) - 3/2 1/(L(L+1)(L+1/2)) - 6n/(L+1/2) + 3}

Eer= En2/(2mcA){n[(2j(j+1) - 3/2 - 6L(L+1)]/(L(L+1)(L+1/2)) + 3}

O autovalor do momento angular total j =L+ 1/2 ou L - 1/2

Sej=L+1/2=>

Eer= En*/(2mc?){n[(2j(j+1) - 3/2 - 6(j-1/2)(i+1/2)1/((j-1/2)(j+1/2)j) + 3}

Eer= En*/(2mc?){n[(2j(j+1) - 6j°1/((j-1/2)(j+1/2)j) + 3}

Eer= En*/(2mc”){n[(2] - 4i*1/((-1/2)(j+1/2)j) + 3}

Eer= En*/(2mc?){2jn[(1 - 2j1/((-1/2)(j+1/2)]) + 3}

Eer= En*/(2mc*){4n[(1/2 - j/((-1/2)(+1/2)) + 3}

Eer= E.2/(2mc?){-4n/(j+1/2) + 3}

A férmula de Bohr, incorporando a perturbagéo da estrutura fina é:

E, = -me?/(321m*h%)(1/n?) + E.¥/(2mc?){-4n/(j+1/2) + 3} =

=-me*/(32m*h%e?)(1/n?) + m2e®/[(32°*h*ee*) (2mc?)](1/n*){-4n/(j+1/2) + 3}



Chamando a = e/ (4mneohc), o? = e* / (16T e*h?c?)
E. = -me*/(321°h%e,%)(1/n?) + (a®/4)me?/[(321°h2%e,)](1/n%){-4n/(j+1/2) + 3}
E. = -me*/(321%h%,%)(1/n?)[1 + o>/n?){n/(j+1/2) - 3/4}]

ou entrando com o valor das constantes para a energia em eV:
E,=-(13.6/n?)[1+ o*/n?*){n/(j+1/2) - 3/4}]

o é chamada constante de estrutura fina, e como pode ser visto de sua definicao é
adimensional. Seu valor é de ~ 1/137,036.

Pode-se perceber que, com a correcao de estrutura fina, a energia depende nao
apenas de n, mas também do momento angular total j. Assim a degeneracao do atomo
de hidrogénio é quebrada. Para o mesmo namero quantico principal n, momentos
angulares maiores tem maiores energias, embora a diferenca seja extremamente
pequena.



Principio Variacional

Ha muitos casos reais em que a solucao da equacao de Schroedinger nao é conhecida.
Mas ainda assim é possivel obter uma estimativa para o estado fundamental usando
uma funcao teste, desde que ortonormalizada, com parametros a determinar.

O fundamento para isso é o fato de que as autofuncdes (nesse caso ndo conhecidas)
da equacao constituem um conjunto completo, ou seja: qualquer outra funcdo pode
ser expressa como uma combinacao linear delas.

Seja entao uma funcao desse tipo:

Y =ciys + Y, ...+ Y,

Dado que as funcbes sao ortonormais:

<YlP> = (<cas| + <co@, |+t <o, | ) caWs> + [W>+. e, >) =c°+ P+ 4c = 1
E como cada uma delas é uma autofuncao (solugdo da equacao), HY, = E.,

<H> = (< | + <o, | +..F <o, | JH(|cas> + [P, >+ [ ca,>) =

= (<ciPa| + <@, | +.ot <cP, | (| EsciPs> + |ExCoP,>+.. [Encap,>) =

= E1C% + EpC%+.. . +EqCy2

A expressao acima é uma média ponderada dos varios valores para as energias. Mas o
estado fundamental é por definicido menor ou igual a qualquer um deles: E., <= E

Logo <H> >= E,

Podemos estar certos de que o valor esperado do Hamiltoniano da funcao teste tem
energia maior ou igual ao estado fundamental do sistema.



Estimativa da energia do estado fundamental do atomo de Hélio pelo método
variacional.

O atomo de Hélio difere do Hidrogénio por ter um nicleo com o dobro de carga
positiva e ter 2 elétrons. O que mais complica a solucdo sao os 2 elétrons, ja que um
problema de 3 corpos para um potencial do tipo 1/r nao tem solucao analitica.

A equacao de Schroedinger para o &tomo de hélio é:

[(-h?/(2m))(V,2+ V ?) + V(ry,r,) |W = EW
onde V(ry,rz) = - 2e%/(4Tteory ) - 2€?/(4Meor,) + €%/(4Tes |1 - 12]),

os 2 primeiros termos do potencial correspondem a atracao de cada elétron por um
nucleo com 2 prétons. O terceiro termo corresponde a repulsao entre os elétrons. O
gue queremos determinar é a energia do estado fundamental, ou seja aquela
necessaria para retirar os dois elétrons, que estao nesse estado, do 4tomo de Hélio.

Podemos testar uma funcao que faca 2 modificacoes na obtida de forma exata para o
atomo de hidrogénio:

1) Onde aparece a carga elétrica “e” relativa ao préton, substituir por “Xe”, ja que a
forca de atracao sobre cada elétron deve ser maior por haver 2 prétons no nucleo, mas
o outro elétron neutraliza parte dessa atracao, e ela pode ser menor que o dobro.

2) A funcao total é o produto de 2 funcdes com as condicoes descritas em (1), cada
uma relativa a um dos elétrons e sua posicao em relacao ao nucleo.

A funcao de onda normalizada para o estado fundamental do hidrogénio é:

Wi0o(r,0,) = 1/(Ma’)¥?exp(-r/a), onde a = (41th2%e,) / (me?)

A carga e’ correspondente ao produto da carga “e” do proton pela mesma carga do
elétron deve ser substituida por “Xe?, portanto a -> a/X:

Wi = [1/(m(a/X)®) 2 exp(-ri/(a/X))1[1/(Ti(a/X)®) ¥ ?exp(-ro/(a/X))] =
= [X%/(na®)exp(-X(r,+r,) /a]

Substituindo no Hamiltoniano para o atomo de Hélio passo a passo, iniciando com os
termos de energia cinética:

V.2= V..V, [X*/(@’)exp(-X(ri+ r2) /a] = V,.ri/|r|[-X/(Tta*)exp(-X(r1+ 1,) /a] =

= 3/|r:| [-X¥/(Tta®)exp(-X(ri+ r2) /a] - |r|*/|r:|°[-X*/(Tla*)exp(-X(r1+ r2) /a] + [re|?/|r4]
X%/ (Ta®)exp(-X(r i+ rp) /al = [XY/(Ma*)exp(-X(ri+ ry) /al[X/a = 2/|r4|]



(-h?*/(2m))V *= [A*X*/(2mTta*)exp(-X(r1+ r2) /a][2/|r.|- X/a]

(-h%/(2m))V,? = [A2X*/(2mTta*)exp(-X(r,+ ry) /a][2/|r2|- X/a]

Agora com a energia potencial:

- 2€?/(4Tteor, ) [X3/(Tta)exp(-X(ri+ o) /a] = [-e*X3/(2m%a’eors)exp(-X(ri+ 1) /a]
- 2€?/(4Tteor, ) [X%/(Tta)exp(-X(ri+ r2) /a] = [-e? X%/ (21m%a%eora)exp(-X(ri + 1) /a]

Substituindo na equacao de Schroedinger os termos relativos ao elétron associado a
distancia r;:

h2XY/(2mTta*)exp(-X(ri+ ry) /a)[2/|r. |- X/a] - €2 X¥/(2M2a’eors)exp(-X(r+ 12) /a) = E[X%/
(rta’)exp(-X(ry+ r2) /a]

Eliminado as exponenciais, usando que a = (41h?%g,) / (me?), e colocando termos em

evidéncia:

=h2XY/(2mma*)[2/|r. |- X/a] - e2X¥/(21%a%ory) = E[X%/(Ma°)
X¥/(ma’)[h*X/(ma|ri|) - h°X?/(2ma’) — e*/(2Teory)] = E[X*/(T1a°)
E=h?X/(ma|r.|) - h?%X*/(2ma?) - 2h?*/(mar,)

E =h?/(ma)(X/|r.| - X*/(2a) — 2/ry)

Se X = 2=> E = -2h?*/(ma?) = -2h?/(m)((me?)?%/(4mh%e,)?) = -me*/(8h?T%e,?)

Fazendo a mesma operacao para r, resulta obviamente na mesma energia.

Portanto, considerando apenas a atracao dos elétrons pelo nicleo, agora com 2
prétons, e ignorando qualquer influéncia entre elétrons, a energia do estado
fundamental seria simplesmente a soma delas:

Ewot = -me*/(4h%%e,°), ou 8 vezes a energia de um elétron do dtomo de hidrogénio.

Voltando a equacao de Schroedinger, com os termos do potencial explicitados:

[(-h*/(2m))(V 2+ V,?) - 2e%/(4Tteor, ) - 2€%/(4TiEor, ) + €7/(4Tteo |1y - 12| )W = EW

O valor esperado do hamiltoniano é:

<W|[(-h?/(2m))(V,>+ V?) - 2e?/(4T1eory ) - 2€%/(4TTeor,) + €%/(4TMeo |1 - 12| )] | W> =

= <W|[(-h¥/(2m))(V,*+ V) - 2e/(4Tteory ) - 2€%/(4TTeor, )] | W> + <W|e?/(4Tieo |11 - 12| )] | W>



E substituindo a primeira parte dela com a solucao de teste em funcao de X:

[h%/(ma)(X/|ri| - X¥/(2a) — 2/r1) + ¥/ (ma)(X/|rz| - X¥/(2a) — 2/r,) + €*/(4Tteo | ri- 12| )W
=EY =>

[h%/(ma)((X-2)(1/]|ri| + 1/]|r2|) - X¥/(a)) + €*/(4Tteo | r1- 1| ) ]W = EW
O valor esperado do Hamiltoniano é:

[h?/(ma)((X-2)(<1/|r:| > + <1/|r2| >) - X*/(a)) + €*/(4Teo)<1/ |11 - 12| >]

<1/|r|> = 1/a, para o atomo de hidrogénio como foi visto anteriormente:

Explicitando o valor de a = (41th’%g,) / (me?). Mas nesse modelo a carga do nicleo

“sentida” pelo elétron é Xe, e o termo (me?) deve ser substituido por (mXe?). O
resultado é coerente com o fato de que o valor esperado para os raios deve ser menor,
devido a maior atracao pelo nucleo:

<1/|r|> =<1/|ry| > =X/a
Portanto a expressao se torna:

[h2X/(ma?)(X - 4) + e?/(4Tteo)<1/|r. - ro| >] e resta calcular <1/|r,- r;| > 0 que é feito no

anexo 21. Seu valor é:
<1/|r1— r2|> = 5/8[X/a]
O valor esperado do hamiltoniano sera:

<H> = [A*X/(ma?)(X - 4) + e?/(4Teo)5/8[X/a]]

O objetivo desse valor esperado em funcao de H é obter seu minimo, pois como o
método variacional superestima a energia, reduzimos esse erro. Podemos ver que o
valor para a primeira derivada zero serd minimo, porque é uma equacao quadratica
em X, com segunda derivada positiva.

d<H>/dX=0=>

[h%/(ma?)(2X - 4) + €?/(4Tte,)[(5/8)/a]] = 0 =>
=>2h?X/(ma) - 4h?*/(ma) + e?/(4Tte,)(5/8) = 0
X = [4h%/(ma) - (5/8)e?*/(4Tteo)] / [2h?/(ma)]
Usando que a = (4Tth%) / (me?);

X = [4h*/(ma) - (5/8)h?%/(ma)] / [2h*/(ma)] = [4 - 5/8]/2 = 27/16.



A carga efetiva que cada elétron “sente” como atracdo pelo nucleo é portanto menor
qgue 2. O outro elétron neutraliza parte dessa atracao.

Substituindo esse valor para X no valor esperado do hamiltoniano:

<H> = [A*X/(ma?)(X - 4) + h%/(ma)5/8[X/a]] =

= h?/(ma®)[X(X - 4) + (5/8)X]

Os termos entre colchetes:

[X(X - 4)+ (5/8)X] = [X* - 4X + 5/8X] = [X* - 27/8X]
[(27/16)- 27/8(27/16)] = (27/16)[27/16 - 27/8] = -(27/16)*
<H> = -h?*/(ma?)[(27/16)%]

Eh, = -me*/(32h?m’e,?) = -h?/(2ma?)

<H> = 2E,[(27/16)%] = -729/128 E,

En é o estado fundamental do hidrogénio =-13,6 eV=>
<H>=-77,5eV

O valor experimental é -78,975 eV. O valor estimado pelo método variacional foi
acima (menos negativo) do real, como era previsto, com uma diferenca de apenas 2%.



Estimativa da energia do estado fundamental da molécula de hidrogénio pelo
método variacional.

Para simplificar as coisas vamos considerar essa molécula ionizada, ou seja com os dois
prétons e apenas um elétron. Um préton livre tem apenas energia cinética, que é
necessariamente positiva, e um atomo de hidrogénio no estado fundamental tem a
energia E=-13,6 eV. Se para alguma distancia R entre os prétons, o método indicar
uma energia total mais negativa que -13,6 eV, a molécula ionizada se forma, porque a
energia do seu estado fundamental sera igual ou menor que a estimativa.

O Hamiltoniano do sistema é:

H = [(-h*/(2m,))(V, 2+ V) - (h?/(2m.))V,? - €%/(4Tteors) - €%/(4Tleor2) + €7/(4TieoR)]

O primeiro termo corresponde a energia cinética dos prétons e o segundo termo a
energia cinética do elétron. Em seguida vem os termos relativos a energia potencial de
atracao entre o elétron e cada préton, e finalmente a repulsao entre os prétons.

Vamos considerar o caso em que a energia cinética dos prétons é muito baixa e pode
ser desprezada em relacao aos demais termos. Com essa aproximacao o Hamiltoniano
se torna:

H = [- (h?/(2m¢))V,? - €%/(4Tteo)(1/r1+ 1/r;) + €?/(4TieoR)]

De acordo com o método, devemos escolher uma funcio de teste e determinar o valor
esperado do Hamiltoniano para estimar a energia.

Seja W, = A(W; +W,), onde W,(r;) é a autofuncio para o estado fundamental do
hidrogénio, se ndo houvesse o préton 2. O mesmo para W,(r,) em relacdo ao proton 1.
Essa técnica é chamada de LCAO, sigla em inglés para combinacao linear de orbitais
atomicos. O método variacional exige que a funcao teste seja normalizada, o que
vamos fazer em seguida, determinando o valor da constante A.

fthzdv = |A|2fv(w1 +W,)(Wy + W,)dV = |A|? [vaIJi2 dv+ fvl“22 dv+ 2quJ1qJ2 dv]

As duas primeiras integrais sao solucdes para o atomo de hidrogénio, portanto ja sao
normalizadas:

[WidV = |A]2[1+ 1+ 2[\W,W,dV]
A integral remanescente, substituindo as solucées normalizadas para o hidrogénio:

| = [\W,W,dV = 1/(mta%) [ exp(-(ri+ ry)/a)dV

Seu valor, calculado no anexo 22 é: exp(-R/a)[1+ R/a + (1/3)(R/a)?]



O valor da constante A pode agora ser determinado:

1= W2V =|A]?[1+1+2[W,W,dV] = |A|?[2+2I].

A=1/(2(1+1)*

Agora estamos prontos para calcular o valor esperado do Hamiltoniano, a partir da
funcao teste devidamente normalizada:

<th|H|LIJt>=

= <A(W1 + W,) |[- (h?/(2m.))V.* - €%/(4Tteo)(1/r1+ 1/1,) + €°/(4TteR) ] | A(W, + W,)>

Tanto [-(h%/(2m.))V.? - e%/(4Tteo)(1/r1)] | W1 como [-(h/(2m.))V 2 — e%/(4Tteo)(1/r2)] | Wa

sao solucoes exatas para o atomo do hidrogénio, e resultam no autovalor de energia
de seu estado fundamental, que vamos chamar de E;.

Portanto:

H|We> = AEL|Wi> - %/(4TTeo) (1/r) Al Wi> + Ae?/(4TteoR) | Wi> + AE, | W,> - %/(4Tteo) (1/
rl)Al l-IJ2> + Ae2/(4n80R) | LIJ2> =>

=>H|Wp> = BA(|Wi> + |W,>) - 7/(4TTeo) Al(1/12) | Wa> + (1/11) |W2>] + €?/(4TIeR)A( | W> +
| Wy>)

Mas A(|W.> + |W,>) é a funcdo normalizada |W,>,

H | th> = E1 | l-IJt> - ez/(4T[80)A[(1/r2) I L|J1> + (1/r1) I L|J2>] + ez/(4T[80R) | l.lJt>

<LIJt| H | WY>= E+ ez/(4n€0R) - e2/(4T[80)A2[<LU1| (1/r2) | W,>+ <LU1| (1/r1) | W,> + <LU2| (1/
ra) |We> + <W, | (1/ry) | W2>]

As quantidades <W, | (1/r,) |W1> e <W, | (1/ry) | W,> sdo iguais dada a simetria da
situacdo. O mesmo para <W,|(1/r;) |W2> e <W,|(1/ry) |W1>. Assim:

<H> = E1+ ez/(4T[80R) - 2A262/(4T[80)[<W1 | (1/r2) | LIJ1> + <LIJ1 | (1/r1) | LIJ2>]

Os valores esperados:

<W,|(1/r,)|W:> = 1/R - (1/a + 1/R)exp(-2R/a)
<W,|(1/r) |W,> = exp(-R/a)(1/a + R/a?)

sao calculados nos anexos 23 e 24.

<H> = E;+ e%/(4TeoR) - 2A%%/(4Teo)[1/R - (1/a + 1/R)exp(-2R/a) + exp(-R/a)(1/a + R/a?)]



Entrando com o valor de A% e substituindo e?/(4Tte,) por -2aE;

<H>=Ey(1-2a/R+ (2 /(1 +1))a[1/R - (1/a + 1/R)exp(-2R/a) + exp(-R/a)(1/a + R/a?%)]
A expressao pode ser melhor analisada se colocada em funcao de R/a:
<H>=Ey(1-2/(R/a) + (2 /(1 +1))[1/(R/a) - (1 + 1/(R/a))exp(-2R/a) + exp(-R/a)(1 + R/a)]

(Lembrando que | = exp(-R/a)[1+ R/a + (1/3)(R/a)?]) e E; =-13.6 eV, é a energia do
estado fundamental do hidrogénio.

Se toda a expressao que multiplica E; for menor que 1, <H> ser4 menos negativo (ou
até positivo) portanto maior que E; e pode ser que nao haja formacdo da molécula,
(embora nao se possa garantir, ja que o estado fundamental do sistema é igual ou
menor que o valor esperado de H). Mas se, para algum R, a expressao for maior que 1,
tornando <H> mais negativo e portanto menor que E;, seguramente havera a formacao
da molécula.

O grafico abaixo mostra a reducdo de energia em funcao da distancia entre os nlcleos.
A uma distancia de aproximadamente 2.4 raios de Bohr essa reducao chega a mais de
10% em relacao a energia do estado fundamental do hidrogénio. Esse ponto de
minimo é a posicao de equilibrio entre os nacleos da molécula.
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Anexo 1
I = [_exp(-ax’)dx = [_’exp(-ay®)dy, j4 que apenas trocamos o nome da variavel.
1= ([_exp(-ax’)dx)([_’exp(-ay’)dy) = [ [ _,*exp(-a(x*+y?))dxdy

Uma outra integral semelhante pode ser feita em coordenadas polares:

2= [2],7 exp(-a(r?)dr.rde

As duas integrais calculam o volume sob uma funcao em forma de sino, com centro e
altura maxima em (0,0). Na primeira, o dominio da funcdo é um quadrado, e na
segunda um circulo. Como a funcao tende rapidamente a zero a medida que “a”
cresce, a diferenca entre as 2 integrais tende a zero.

Na segunda integral, a integral em 0 = 271, e a integral em r é facilmente obtida como
-(1/(2a))exp(-a(r?))| o= =0 - (-1/(2a)) = 1/(2a)

Portanto J?= I = i/a, ou | = (r/a)?



Anexo 2

Demonstracdo que: [ (@"W,)?dx = <W,|a a"IlW,>

["(@"W,)? dx = 1/(2m)((-iha/9x + imwx)W,)*((-ihd/dx + imwx)W,)dx =
= ["1/(2m)(-ihoW,/9x + imwxW,)*(-ihoW,/9x + imwxW,)dx =

= [.™1/(2m)(ih(0W./0x)* - imwxW,*)(-ihoW,/ox + imwxW,)dx =

= ["h%/(2m)(0W,*/9x)(0W./9x) + (1/2)mw*X°W,*W, - (1/2)hwx(W,*oW,/9x) -
(1/2)hwx(W.0W,*/9x) dx =

= ["h%/(2m)(dW,*/9x)(0W./9x) + (1/2)mw W, *W, - (1/2)hwx(W,*oW,/dx +
W.oW,*/9x) dx =

=h?/(2m)(0W./9x)* (0W./0x) + (1/2)mMmw?*W,*W, - (1/2)hwxd (¥, *W,)/dx dx

Aplicando integracao por partes no primeiro e Gltimo termo:

[ h?/(2m)[(0(0W,/0x)W,*)/dX - W, *0°W,/0x* + (1/2)mw*X*W,*W, - [3(x(W,*W,))/9x -
(1/2)hwW,*W,] dx

O valor dos produtos 0W,/9x)W,* e x(W,*W,) vdo a zero em - e +00, logo podem ser

descartados.

[ -h%/(2m)W, *0°W, /90X + (1/2)mw W, * W, + (1/2)hwW, * W, dx=
[ W *[-h%/(2m)a%/9x? +(1/2)mw* + (1/2)hw]W,dx = [."W, *a a* W, dx =

=<y |aa’lV,>



Anexo 3
Qualquer funcao periddica pode ser expressa como uma série de Fourier, na forma:

f(x) = 2_," c.exp(i2mnx/P), onde P é o periodo de oscilacio.

Para obter os valores dos coeficientes, para algum n determinado, digamos n=m,
multiplica-se ambos os lados da equacao por exp(-i2tmx/P).

exp(-i2rtmx/P)f(x) = exp(-i2tmx/P)Z_.** c.exp(i21tnx/P)
Para qualquer termo onde n<>m no somatoério: exp(-i21tmx/P)c.exp(i2mnx/P) =
= c,exp(i2r(n-m)x/P),

Devido ao fato de que a integral de uma funcdo harménica ao longo do periodo é zero,
todos os termos onde n<>m se anulam, quando se integra os dois lados da equacao, e
guando n=m => as exponenciais se cancelam sobrando c,.

[ o2 exp(-i2mmx/P)f(x)dX = €l 52”2 => Cm= (1/P)[_, ;" exp(-i21tmx/P)f(x)dx.

Renomeando agora k = 21in/P, Ak = 211/P sera o incremento de k quando n aumenta

de uma unidade. Definimos também F(k) = v2/x nTicn/ k= 2/7x c.P/2

O somatorio da série de Fourier, com essas mudancas de variaveis se torna:

f(x) = 2_." c.exp(i2ninx/P) = Z_."* c.exp(ikx) = (1/ V2m )2 (k/n)F(k)exp(ikx)
Substituindo k/n por Ak,

fx)=(1/ V2 )Z . F(k)exp(ikx)Ak,

A integral deduzida para o calculo dos coeficientes, apds as mesmas mudancas de
variavel:

cm=(1/P)[_, ;" exp(-i2rinx/P)f(x)dx =>
=>2/PF(k)/ V2Ix =(1/P)[_, 7" exp(-ikx)f(x)dx =>
=>F(k) = (1/ V2 )],,,"” exp(-ikx)f(x)dx

Quando o periodo P tende a infinito, como Ak = 211/P o somatoério tende a integral:



f(x) = (1/ vV2x )= F(K)exp(ikW)Ak = (1/ V27 )] "™ F(k)exp(ikx)dk
e aintegral F(k) = (1/ V2« )f,p/;’/2 exp(-ikx)f(x)dx tende evidentemente a:

F(k)=(1/ V2 )[.." exp(-ikx)f(x)dx



Anexo 4

Suponhamos que W(x,0) satisfaz a equacio de Schroedinger e é normalizada. - a +©

nao deve variar com o tempo:

d [[™W (x)W(x,t)dx]/dt = 0 => [ [d[W (x,t)W(x,t)]/dt]dx = 0 =>
[ (W (x,1)dW(x,t)/dt + W(x,t)dW (x,t)/dt]dx = 0

Como por hipétese W satisfaz a equacao de Schroedinger para particula livre:

ihdW(x,t)/dt = -h?/(2m)a*W(x,t)/9x> => W (x,t)dW(x,t)/dt = ih/(2m)W (x,t)0*W(x,t)/dx>
J& W(x,t)dW (x,t)/dt é o complexo conjugado: -ifh/(2m)W(x,t)d*W (x,t)/9x>

Logo: [ [W (x,t)3°W(x,t)/9x? - W(x,t)3°W (x,t)/9x*]dx = 0

Integrando por partes:

JW (x,1)3°W(x,t)/3x)dx = W' (x,t)dW(x,t)/dx - [(dW (x,t)/9x)(dW(x,t)/dx)dx

JW(x,1)0°W (x,t)/3x%)dx = W(x,t)aW (x,t)/dx - [(AW (x,t)/9x)(0W(x,t)/9x)dx

Subtraindo as expressoes temos:

W (x,t)aW(x,t)/9x - W(x,t)aW (x,t)/dx, portanto:

d [["™W (x,t)W(x,t)dx]/dt = 0 =>[W (x,t)dW(x,t)/dx - W(x,t)dW (x,t)/9x]"= 0

A equacido € satisfeita se W(x,t) tender a zero* em -co e +oo:

Sabemos que W(x,0) satisfaz essa condicao, sendo ndo seria normalizavel, e

Como W(x,t)=(1/ V2x ) [-"f(k)exp(i(kx-hk?/(2m)t))dk, =
(1/ V271 ) ["f(k)exp(ikx)exp(-ihk?/(2m)t)))dk,

e a segunda exponencial € uma funcao limitada dentro de um circulo no plano
complexo de raio 1, o fato de W(x,0) = [...* f(k)exp(ikx)dk tender a zero quando x

tende a infinito obriga W(x,t) também tender a zero.

(*) A derivada também deve tender a zero, mas isso é garantido porque:

OW(x,t)/0x = lim (ow) [W(x+AX,t) - W(x,t)] / Ax = 0, pois para qualquer Ax dado, o

numerador tende a zero quando x—oo.



Anexo 5
Laplaciano em coordenadas esféricas

O método para obtencao do laplaciano em coordenadas esféricas usado aqui emprega
conceitos de geometria diferencial, como os simbolos de Christoffel.

Quando usamos coordenadas cartesianas, podemos obter qualquer distancia entre 2
pontos sabendo suas coordenadas, através do teorema de Pitagoras:

d? = (xo - x1)? + (y2 - y1)?para 2 dimensoes.

Considerando os pontos como vetores que partem da origem: V; = (X3,y1) € V2 = (X2,Y2),
a distancia ao quadrado expressa o produto escalar do vetor diferenca em relacao a si
préprio:

d>= (V2- Vi) . (V2- Vi) = [(x2- x4) , (2 =yl [(x2= xa) , (y2 = ya)] = (x2 - X:)* + (y2 - Y1)2

Aqui, xie y;sdo as componentes de Vie x,e y,s3o as componentes de V..
X2 - X1 € Y2 - Y1 530 as componentes de V, - V;. Essas componentes sdo as projecoes
dos vetores nos eixos coordenados.

Examinemos agora um sistema de coordenadas em que o0s 2 eixos x e y nao sejam
ortogonais, mas tenham um angulo o entre si

(X,-x,)cos(alfa)

Y

Yi

(v,-y,)cos(alfa)

el



Em primeiro lugar devemos determinar as coordenadas dos vetores de base, e; e e,.
Um ponto representado como P = [X,Y] em coordenadas cartesianas, sera P(x,y) = [x +
ycos(a) , ysen(a)] como funcdo das coordenadas obliquas x e y.

e;= dP/dx =[1,0] e e,= 9P/dy = [cos(a),sen(a)]

d = AV = a,e; + a,e,ja que qualquer vetor pode ser expresso como uma combinacado

linear de seus vetores de base. Ao contrario das coordenadas cartesianas entretanto,
a; e a,nao sado as projecoes de AV nos eixos. Essas sdo AV.e;= Ax + Aycos(a) e AV.e,=

Ay + Axcos(a).

Se definirmos 2 vetores e' e e? tais que: e,.e'= e,.e’=1e e..e’= e,e'=0, temos
que: AV.e1= [a1e1 + 3292].el= a; e AV.e2= [a1e1 + azez].e2= as.

Mas AV.e;= Ax + Aycos(a) => [a1e1 + az€3].€1= a;+ a.€,.€1 = a1+ a,cos(a). Como o é

arbitrario, a;= Ax e a, =Ay.

Portanto AV pode ser expresso por meio das projecoes nos chamados vetores
reciprocos e'e e’ As componentes a;=AV.e' e a,=AV.e?sio chamados de

componentes contravariantes de AV.

Por outro lado, AV também pode ser expresso como uma combinacao linear da base

reciproca e' e €?

AV = b1el+ b292
AV.e;= Ax + Aycos(a) = [b,e'+ b,e?].e;= b,
AV.e2= Ay + AXCOS(O() = [b1e1+ bzez].GQ = b2

Os componentes de AV na base reciproca sao as projecoes nos eixos da base principal!

Sao chamados componentes covariantes de AV.

Usando o fato de que AV pode ser expressado em componentes covariantes ou

contravariantes:

d?> = AV?=[a.e; + a,e,].[b.e’+ b,e?]. Como os produtos escalares dos vetores

principais com os reciprocos sao 1 ou 0 => AV?= a,b, + a,b,= Ax[Ax + Aycos(a)] +
Ay[Ay + Axcos(a)] = = Ax® + Ay*+ 2AxAycos(a).

Os produtos escalares e;.eq, e;.e,, e,.e1, € €,.e,recebem o nome de tensor métrico g,
onde g;= ei.g;



Vimos que as componentes covariantes b, = AV.e; e b,= AV.e,. Se expressarmos AV

com suas componentes contravariantes:

b1 = AV.E1 = [a1e1 + azez].e1 = a1€1.€11 a2€2.€1= gr1a1t+ go1a2
b,=AV.e,=[a1e; + ae;].€,= a:€1.€,+ 2,€,.€,= gpar1+ g0

Ou seja, os componentes covariantes podem ser obtidos a partir do tensor métrico, e a
expressao para d> = AV?pode conter apenas as componentes contravariantes.

d?> = AV?= AV g;AVionde o indice superescrito designa componentes contravariantes.

O vetor em coordenadas covariantes recebe um indice subscrito AV;.

O tensor métrico pode ser expresso como uma matriz, que é simétrica e inversivel.
Podemos determinar também as coordenadas contravariantes de um vetor covariante
usando essa inversa:

AV;= gijAVj=> [gi] "AVi=[g;]™ gijAVj => AVi= FEARA\
[g;]*é chamada por convencao por g', e AV'= giAV,

Nesse exemplo as componentes do tensor métrico sao constantes, mas num caso mais
geral eles podem ser uma funcao das coordenadas. Nesse caso o AV deve ser tratado

como o infinitesimal dV. E o que acontece com as coordenadas polares no plano.

teta=0




Da mesma forma, devemos determinar as coordenadas dos vetores de base. Um ponto
representado como P = [X,Y] em coordenadas cartesianas, sera P(r,0) = [rcos(0) ,
rsen(0)] como funcdo das coordenadas polaresr e ©.

e = oP/dr = [cos(B), sen(B)] e es= dP/3O = [-rsen(B), rcos(B)]

Como se pode ver, essa base é ortogonal, mas nao ortonormal. De forma analoga,
definimos vetores reciprocos €' e e°tais que:

e.e=e’eg=1ee.e=¢€e=0.

e"=[cos(), sen(B)] = e, e €®= (1/r)[-sen(B), cos(B)] = ey/ r?
Expressando o vetor em coordenadas contravariantes:

dVi = (dV.e")e,+ (dV.e°) eq.

dv.e'=dre dV.e’=rde/r = do

dV' = dre, + does

Expressando o vetor em sua base reciproca (componentes covariantes):
dV; = (dV.e,)e"+ (dV.ep) €°

dV; = ((dre, + dees).e;)e"+ ((dre, + doeg ).€0) €°= dre"+ r’dge®

dV? = dVidV; = [dre, + dees][dre"+ r’dee®] = dr? + r’d6?

O tensor métrico é g,=e,.e,=1; go=€.€0=0; o= €5.6,=0; Loo= €9.€9=r

Suponhamos que V é o gradiente de uma funcao f. Em coordenadas cartesianas:

Grad f = (9f/9x , 0f/dy). Para converter em coordenadas polares, aplicamos a regrada

cadeia:

9f/dr = (9f/9x)(8x/dr) + (3f/dy)(dy/dr) = (grad f).e;
9f/90 = (9f/9x)(9x/90) + (3f/dy)(dy/80) = (grad f).eo

Portanto, of/dr e 9f/00 sido componentes covariantes, por serem projecdes nos

vetores base principais.
Para obter os componentes contravariantes, F'e F°

F'= g"of/or + g®0f/00 = of/dr e F°= g*of/or + g*9f/00 = (1/r*)of/00



A divergéncia é obtida por meio da derivada covariante, que leva em conta que os
vetores de base também variam, quando se derivam as componentes do vetor:

OF/or + F'IT "+ F°T g + (aFe/aG) +F 8t FOT %
Os simbolos de Christoffel ' sdo funcdes das componentes do tensor métrico.

r.= g"/2[dg./0r + dg./0r - 8g./dr] =0, ja que g, = é constante.

I o= g"/2[0g:e/0r + 3g./00 - 9g.e/dr] =0, ja que g, = € constante.

I °o=g%/2[0gee/Or + 0gq/00 - 9g,e/00] = (1/(2r?))[2r] = 1/r

I %0=8%/2[09es/00 + 3gge/30 - 9gge/00] =0, ja que geeso6 é funcio der.

Logo: div F = 9F'/dr + (9F°%/00) + F" / r = 3(af/adr)ar + 9[(1/r?)df/90]/90 + (af/dr) /r=>
=> O Laplaciano de f = Af = 3%/ar’ + (1/r?)9%/30° + (1/r)df/or

Finalmente usaremos o mesmo método para obter a expressao do laplaciano em
coordenadas esféricas:

Um ponto representado como P = [X,Y,Z] em coordenadas cartesianas, sera P(r,0,p) =
[rsen(B)cos(yp) , rsen(B)sen(y), rcos(6)] como funcdo das coordenadas polaresre 6 e
®.

= 9P/or = [sen(B)cos(yp), sen(B)sen(¢p), cos(0)] es= 0P/00
= [rcos(8)cos(y) , rcos(0)sen(ep), -rsen(0)] e,=0P/9¢ = [-
rsen(0)sen(¢p) , rsen(B)cos(), 0]

Como se pode ver, essa base é ortogonal, mas nao ortonormal. De forma analoga,
definimos vetores reciprocos €', €° e e® tais que:

e.e=e’e=¢e‘e,=1lee.e=€e.e, =€’ e=¢€e¢e, = e’. eg=¢€®.e=0.

=[sen(0)cos(yp), sen(B)sen(p), cos(O)] = e, e®=(1/r)
[cos(e)cos( ), cos(B)sen(y), -sen(B)] = ey/ r? e®=(1/(rsen(0))[-
sen(¢) , cos(®), 0] = e,/ (r’sen?(8))

Expressando o vetor em coordenadas contravariantes:
dV' = (dV.e"e + (dV.e°) ey + (dV.e®)e,
dV.e'=dr, dV.e°=rde¢/r = dee dV.e®= rsen(B)d,/(rsen(8)) = d,

dV' = dre, + does+ dye,



Expressando o vetor em sua base reciproca (componentes covariantes):
dV; = (dV.e;)e"+ (dV.eg) €° + (dV.e,)e?

dV; = ((dre, + deeo+ doe,).e.)e + ((dre, + dees+ dye,).eq) €° + ((dre, + dees+ dy€yi).€
)e® = dre"+ r’ dee®+ r’sen’(6)d,e®

dVv? =dV'dV; = [dre, + deeo+ d.e,][dre + r’dee®+ r’sen?(8)d,e®] = dr?+r’do?+
r’sen’(0)d,’

Os termos fora da diagonal do tensor métrico sio zero, e g, = €,.€,= 1; gos= €6.€9=r’e
oo = €,.€, = r’sen?(0)

Grad f = (3f/9x, of/dy, 9f/dz). Para converter em coordenadas polares, aplicamos a

regra da cadeia:

of/dr = (9f/9x)(9x/dr) + (9f/dy)(dy/dr) + (8f/dz)(9z/dr)= (grad f).e, 0f/00
= (9f/9x)(0x/00) + (9f/dy)(dy/d0O) + (9f/9z)(32/30) = (grad f).ee /3P = (3f/dx)(dx/
o) + (9f/dy)(dy/0@) + (3/82)(32/8¢)= (grad f).e,

Portanto, of/dr, 3f/00 e 9f/d@ sdo componentes covariantes, por serem projecoes

nos vetores base principais.

Para obter as componentes contravariantes: F', Fée F®

F'= g"of/or + g°3f/00 + g°af/d¢ =of/dr
Fo= g¥af/ar + g*af/00 + g*°af/a¢ = (1/r?)of/90
F® = g”3f/ar + g*°3f/90 + g*af/dQ = (1/(r’sen(9)))df/d¢

A divergéncia é obtida por meio da derivada covariante, que leva em conta que os
vetores de base também variam, quando se derivam as componentes:

divF = oF/9r + F'T "+ F°T " + FOT "o+ (OF%/00) + F'I %o+ FOT % +FOT %0
+9F°/3Q + F'T ®t+FT %, + FOT %,

.= g"/2[dg./or + dg./dr - dg./dr] =0, jd que g, = é constante.

r rer= grr/z[agre/ar + agrr/ae - agre/ar] = 07 Jé que g, = é constante.

M= g/2(8g,/3r + 39,/0¢ - 3g,,/dr] = 0, j& que g, = & constante.

I ® o= g%/2[8ges/dr + 8ge/00 — 39,6/30] = (1/(2r))[2r] = 1/r



I %0 = 9%°/2[0900/30 + 3gge/00 - 0gge/30] = 0, jaque ggq 56 € fungdo derr.

I %6 = 9%/2[090e/0® + 36,/30 - 39e,/00] = 0, ja que gge 6 € funcio der.
F®,=9%/2[09,,/0¢ + 8g,,/dr - 99,,/0¢] = (1/(2r’sen?()))2rsen*(B)) = 1/r
Mo = 9%°/2[0g40/dP+37,,/30-370,/09] = 1/(2r’sen’(6)))2r’sen(B)cos(6) = ctg(6)
I ®po= g%°/2[094,/ 0P +3g,,/99-09%,/d®] = 0 pois g,, ndo & funcao de .

Logo, divF = aF/dr + aF°/30 + (1/r)F + oF°/a¢ + (1/r)F + ctg(6)F®

Substituindo os valores de F', F°e F*:

divF = 8(8f/ar)/ar + 3((1/r?)af/98)/90 + (1/r)(af/dr)+ d((1/(r*sen?(V)))df/3¢)/d¢ +
(1/r)(8f/ar) + ctg(B)((1/r?)of/90) =>

divF=0/ar’+(1/r?)8%/30%+(2/r)(3f/dr)+(1/(r’sen?(0))) 3°/dp*+(ctg(B)/r?) af/90



Anexo 6
Hamiltoniano cldssico aplicado ao péndulo

Para um péndulo com massa concentrada numa das extremidades e comprimento L, a
energia potencial gravitacional em cada instante é de:

Ep = mgAh,

onde Ah é a altura em relacdo ao seu ponto mais baixo no movimento de oscilacdo. A
energia cinética é:

Ec = 1/2mv?
A energia total do sistema, o Hamiltoniano é:
H = Ep + Ec = m(gAh + 1/2v?)

Colocando a origem das coordenadas no ponto fixo do péndulo, sua massa descreve
uma trajetéria em arco, em que a posicao é:

x = Lsen(0) e y = -Lcos(0)

A velocidade é: v = Ld6/dt

A altura Ah em termos de R e 0 é:

Ah =y - (-L) =-Lcos(8) + L = L(1 — cos(0))
Logo:

H = mL[g(1-cos(0)) + 1/2L(d6/dt)*]

Desconsiderando os atritos, o sistema é conservativo, portanto a energia é constante.
Temos entdo uma equacao diferencial em 6.

(d0/dt)? - (2g/L)cos(®)) + 2g/L — 2H/(mL2) = 0

E uma equacio feia. Se nos restringirmos a pequenas oscilacdes, podemos expandir
cos(0) em série de Taylor e tomarmos os dois primeiros termos:

cos(0) =1 - (1/2)0°

(d6/dt)* + (g/L)0? — 2H/(mL?) = 0, derivando a equacio:

2(d6/dt)(d*6/dt?) + (2g/1)6(d0/dt) = 0 => d*6/dt*+ (g/L)0 =0

Essa é uma equacdo de movimento harmonico simples cuja solugao geral é:

0 =Acos( vg/L t +¢), onde A e ¢ sdo constantes que dependem das condicdes
iniciais.



Anexo 7

Integral tipo I(x) = [ x"exp(ax)

A solucio tentativa Io(x) = (x"/a)exp(ax), ao ser derivada deixa um residuo:

dlo (x)/dx = x"exp(ax) + (n/a)x"'exp(ax)

Um refino da solucdo tentativa tentando eliminar esse residuo seria:

l,(x) = (x"/a)exp(ax) - (n/a?)x""'exp(ax)

Isso elimina o termo indesejado, mas introduz outro:

dl; (x)/dx = x"exp(ax) + (n/a)x""'exp(ax) - (n/a)x"'exp(ax) - [(n-1)n/a?]x"2exp(ax)
Parece estar surgindo um padrao, e para ter certeza faremos mais um refino:
l,(x) = (x"/a)exp(ax) - (n/a%)x"'exp(ax) + [(n-1)n/a%]x"?exp(ax)

dl; (x)/dx = x"exp(ax) - [(n-1)n/a?]x"2exp(ax) + [(n-1)n/a%]x"%exp(ax) + [(n-2)(n-1)n/

a®]x"*exp(ax)

Mais uma vez aparece um residuo, porém chegard o momento em que um dos termos
multiplicativos (n -1), (n-2) ... chegara a zero, quando entdo o residuo deixara de
existir, porque esse produto sera zero.

Portanto a integral é uma funcdo bem definida, expressa por:

1(x) = Z," (-1) (n!/(n-j)!)(x"7/a%?)exp(ax)



Anexo 8
Experimento de Stern-Gerlach

Um feixe de atomos (por exemplo de prata, que tem um elétron ndo pareado no
ultimo nivel) passa na direcdo y, numa regido onde existe um campo magnético nao
uniforme da forma:

B(x,y,z) = -axi + (B, + az)k

s

Bo € um campo forte vertical uniforme. A constante “a“ é a medida do desvio em
relacdo a uniformidade do vetor campo magnético. Embora apenas a componente z
importe para o experimento, é preciso lembrar que:

div B =0 => dBx/dx + dBy/dy + dBz/9z = 0.

Portanto para que nesse exemplo dBz/9z seja diferente de zero, dBx/dx nao pode ser

Zero.

Os atomos sao eletricamente neutros, e ndo ha forca magnética devido ao movimento
de uma carga no campo. Mas se houver algum magnetismo nos dtomos, a energia
resultante de sua interacdo com o campo magnético sera:

E = u.B onde u é o momento de dipolo magnético caracteristico do atomo.

Como B nao é uniforme, grad(E) sera diferente de zero, o que resultarad numa forca
sobre os 4tomos, pois:

grad(E) = grad(u.B) =F
Portanto F = -ap,i + apk

Em virtude do forte campo magnético na direcao z, a componente x gira rapidamente,
e seu valor esperado tende a zero. (ver andlise de particula com spin em campo

magnético).

A forca acaba sendo apenas na direcao z, Fz = ay,

Num contexto classico, os &tomos iriam se distribuir verticalmente, pois quanto mais
alinhados ao campo, maior a componente do dipolo na direcao Z (u,) e maior a forga.
Mas o resultado da experiéncia é que metade dos dtomos se agupam num ponto
acima e metade num ponto abaixo na tela de deteccao. Esse resultado tornou claro
gue outra abordagem matematica era necessaria para explicar o comportamento
atémico. O momento magnético do &tomo é entao associado ao spin resultante, ja que
ha um elétron ndo emparelhado na ultima camada. Para uma direcao dada, no caso a
direcao vertical z, s6 ha 2 valores possiveis para esse spin: para cima ou para baixo.



O momento de dipolo magnético é proporcional ao spin:

p =kSz => Fz = akSz.



Anexo 9

Normalizacdo de produto de funcées de onda em poco de potencial de dimensao n
Seja a funcao: 1 = Asen(n;mtx;/a;)sen(n2stxo/az)...sen(nntXn/an)

Para normaliza-la:

S22 [o™ p? dxidxa..dxa = [0 [o™ A%sen(n7ux/a;)sen (namtXa/as). . sen*(NatXn/
an)dxlde...dxn =1

=> sen’(ntxi/ax) = [1 - cos(2ntxi/an)] / 2, logo:
J‘Oalfoaz..foan wz XmdXz..an —

=(1/29A2[? 22 [¢™ [1 - cos(2nmtxi/a)][1 - cos(2namxa/a)]...[1 -
cos(2n,tx,y/a)]dx;dx,...dx, =

= (1/2MA2[? 02 [0 [1 = Zcos(2natxi/ar) + Zcos(2nTtxi/ai)co8(2NmTTXm/am)+...+(-
1)"cos(2n;mx;/a;)cos(2n,7mtx2/as)...cos(2n,7tXn/ay) |dx dX,...dX,

Todas as integrais envolvendo cossenos sdo zeros, porque sao funcoes periodicas,
sendo que o intervalo [0, ax] sera ou o periodo ou um multiplo desse periodo.

Logo:

Jo o2 o p? dxidxa..dx, = (1/2" Aaja;...a,

Como a integral deve ser 1 => A = (2"a;a»...a, )"

No caso unidimensional onde a = a; = a,=...= a,=> A = (2"/a")""?

No caso pratico de particulas elementares, as funcoes devem ser simétricas ou
antisimétricas, e portanto uma soma de produtos de senos:

P = AZ [sen(n;mtx;/a;)sen(n2stxa/az)...sen(nyiwxy/an) |

Nesse caso, 1y tera p termos do tipo sen’(n;mtxi/a;)sen’(natx»/as)...sen*(nastxa/a,), onde p
€ o nimero de termos da soma acima, e outros p(p-1)/2 com o duplo produto dos
termos onde os argumentos ndo sdo todos iguais.

Os termos do primeiro tipo ja foram analisados. Os do segundo tipo podem conter
produto de senos de argumentos diferentes. Cada produto de senos, da mesma forma
como visto para o produto de cossenos, € uma funcao peridédica sendo que o intervalo
[0, ay] sera ou o periodo ou um multiplo desse periodo. Portanto a integral sera zero
em todos eles, e sé precisamos lidar com os termos do primeiro tipo.

S o2 [ P? dxydxo..dx, = A’ T, + L + ... + I, onde |, é a integral ja analisada, cujo
valor é a;a;...a,



Logo: [o™[o?2 [o™ W2 dxsdXy..dx, = (1/2")A%pasas...as.
J& que essa integral deve ser 1,
A = (2"/(paja,...a, )"

No caso unidimensional onde a = a;= a,=...= a,=> A = (2"/(pa") )"?



Anexo 10

Multiplicadores de Lagrange

Os multiplicadores de Lagrange sdo usados para maximizar (ou minimizar) uma funcao
f de n variaveis, num dominio restrito por n-1 relacoes entre essas variaveis:

21(X1,X2,.-.,Xn) = 05 22(X1,X25.--5Xn) = 05..0380-1(X1,X2,....Xn) = 0;
A condicao para encontrar o(s) pontos extremos é:

of/9x, = A18g1/axl + )\zagz/axl... + )\n_16gn.1/8x1

0f/0X> = A1081/0X2 + A,08:/0X... + A, _,08n1/0X2

Of/0xn = A1081/0Xn + A,082/0Xn... + A, ,08n-1/0Xn

Havera entdo n variaveis e n-1 lambdas a determinar, com as n equacdes mostradas
acima, além de n-1 relacoes g, = 0.

Para visualisar esse método em 3 dimensodes, vamos usar as fungdes potenciais
gravitacionais do Sol, da Terra e da Lua.

A pergunta é: s6 considerando os pontos do espaco em que o potencial da Terra e da
Lua tenham um valor escolhido, qual o ponto de maximo (ou minimo) do potencial
gravitacional do Sol?

Como os 3 centros desses corpos celestes num determinado instante determinam um
plano, consideremos que esse é o plano da tela. As func¢des Pi(x,y,z) = -GMy/r e Pi(x,y,z)
= -GM//r sdo respectivamente os potenciais da Terra e da Lua, onde r é a distancia do
ponto (x,y,z) até o centro de cada uma. A funcio Py(x,y,z) = -GM/r é o potencial do Sol.
Para cada valor de r e para cada corpo ha uma superficie esférica equipotencial, que
cruza o plano da tela como um circulo. Vamos escolher e fixar essas distancias para o
caso da Terra e da Lua, de modo que haja uma intercessao entre as superficies. Essa
intercessao é por sua vez também um circulo, que corta o plano da tela nos pontos A e
B.



sol

A figura acima mostra que sao exatamente os pontos A e B os de maior e menor
potencial em relacdo a gravidade do Sol, porque sao respectivamente o mais préximo
e 0 mais distante entre os que pertencem simultaneamente as esferas equipotenciais
da Terra e da Lua.

Agora veremos como isso se relaciona aos multiplicadores de Lagrange.

Para os raios escolhidos, Pi(x,y,z) = -GM/r; = Cy e Pi(x,y,z) =-GM/r, = C,, onde C; e C,
sdo constantes. Podemos definir g; = Pi(x,y,z) - C1 e g, = Pi(x,y,z) - C, de modo que para
as superficies esféricas equipotenciais, gi(x,y,z) =0 e g(x,y,z) = 0.

A aceleracdo da gravidade, (representada na figura pelas setas) é o gradiente dessas
fungdes, com sinal negativo:

a = —Vgi = —(a(—GMi/ri)/ax + a(—GMi/ri)/ay + 6(—GMi/ri)/az)

r=[ (x-x)?+ (y-y)? + (z-z)? ]? onde x;, y;, z s30 as coordenadas do centro do corpo
celeste.

3(1/r)/ax = -(1/2)[ (x-x:)* + (y-yi)* + (z-2:)* 1¥2(2(x-x1)) = -(x-X) [ (X-X:)*+(y-y) *+(z-2;) ] ¥



Aplicando a derivada em relacdo ay e z:
a;= -Vg = -GM{[ (x-x)*+{y-yi)+(z-2)?]¥? ((x-x1), (y-i), (z-z)) =-GM r: / |ri|®

Portanto a; tem a direcao de r; com sentido para o centro do corpo celeste, e médulo
igual a GM/r? o que nada mais é do que o conceito da gravidade Newtoniana.

De um modo geral, em qualquer ponto do circulo (normal ao plano da tela) em que os
potenciais da Terra e da Lua sdo iguais, os 3 vetores de aceleracao do Sol, da Terra e da
Lua sao linearmente independentes. Exceto nos 2 pontos A e B em que esse circulo
cruza o plano da tela. Aqui os 3 vetores estao no mesmo plano e podemos obter a
aceleracao do Sol como uma combinacao linear das aceleracoes da Terra e da Lua:

a;= M+ Aa =>VP,= A;Vg, + A,Vg,ou:
0Ps/9x = AVg,/ox + A,Vg,/ox

aPs/ay )\1Vg1/8y + )\Zng/ay

0P,/0z = A\Vg:/0z + A\,Vg,/0z

Adicionando gi(x,y,z) =0 e gx(x,y,z) = 0, temos 5 equacdes para 5 incognitas, x,y,z, A, e

A,, exatamente o que estabelece o principio dos multiplicadores de Lagrange.

O exemplo ilustra duas conclusoes importantes:

1) Supde-se que existam pontos que satisfacam todas as relacdes g;, caso contrario o
problema nao tem solucao.

2) O ponto encontrado pode ser maximo ou minimo, o que pode ser verificado
testando na funcao f.



Anexo 11
Modelo do gds de elétrons num sdlido

Suponhamos um elétron livre para se movimentar dentro de um sélido. O potencial é
assumido como zero dentro desse espaco, mas infinito fora dele, de modo que é
impossivel escapar. O solido é um paralelepipedo com um dos vértices em (0,0,0) e
largura = L, comprimento = C e altura = A.

A equacao de Schroedinger é:

-17/(2m)V2(x,y,z) = EY(x,y,2)

Vamos testar a solugdo com separacgdo de variaveis: Y(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z).
-h%/(2m)a*X(x)/9x* = EX(X)

-h?/(2m)a*Y(y)/ay’ = E,Y(y)

-h%*/(2m)3°Z(z)/92* = E,Z(z2)

onde E = Ex<+ E,+ E,

Substituindo nas equacodes, essas sao satisfeitas desde que:

X(x) = Axsen(kx + @) Y(y) = Assen(kx + @) Z(z) = Assen(k,z + @,)
com,
E.= 7’k,2/(2m) E,= h’k,?/(2m) E.= h’k;2/(2m)

Logo: E=h?*/(2m)(kz2+k,2+k.?) = A?|k]|?/(2m)
k é chamado vetor de onda.

As condicdes de contorno exigem que X(0) = Y(0) = Z(0) = 0 pois a funcdo de onda é
zero fora do sélido. Logo:

¢.=¢,=0,=0
E X(L) =Y(C) =Z(A) =0 => Assen(k,L) = A;sen(k,C ) = A;sen(k,A) =0 =>
=> kL =n,mt k,C = n,Tt kA = n,Tt

Logo: ke= n,Tt/L k,= n,mt/C k, = n,It/A



onde ny, ny, N, S30 nUumeros inteiros positivos. Como logo a seguir vamos colocar mais
elétrons no solido, os valores negativos sao a rigor usados, pois a funcao de onda
resultante deve ser anti-simétrica (o elétron é um fermion). Mas n3o determinaremos
essas funcoes de onda do conjunto de elétrons.

As funcdes de onda normalizadas para um elétron (ver anexo 9) sio:

W(x,y,z) = (2°/LCA)Y? sen[(n,m/L)x]sen[(n,T/C)ylsen[(n,TI/A)z]
A energias possiveis sdo: E(n,n,n,) = 7%/(2m)((n,t/L)*+ (n,Ti/C)*+ (n,T/A)?)

O vetor k assume uma gama discreta de valores.

Os valores possiveis de k podem ser representados graficamente por uma rede
tridimensional, em que cada unidade tem largura = 1/L, comprimento = /C e altura =
T/A. Vamos chamar esse “espaco k” de espaco reciproco. O volume dessa unidade

elementar do espaco reciproco é portanto: /V, onde V é o volume total do solido.

Suponhamos agora que existam N atomos no sélido, cada qual com g elétrons. (Nesse
modelo as interacoes entre os elétrons sdo desprezadas, sendo o hamiltoniano teria
gue mudar).

Os elétrons vao ocupar preferencialmente os estados de mais baixa energia, mas como
s6 2 podem ocupar o mesmo estado, uma vez que os valores menores de k estejam
ocupados, ndo resta a eles outra alternativa que se contentar com os valores
seguintes.

Quando terminar o processo de ocupacao, os de maior energia serdao aqueles cujos
coeficientes n,, ny, n;resultarem num valor maximo de E:

Emax = 77/(2m)[ky 2+ k, 2+ k. °].

Mas essa é a equacao de uma esfera no espaco reciproco. E como assumimos apenas
valores positivos para n,, ny,n,=>0 mesmo vale para k, k, k.. Os elétrons ocuparao
portanto o espaco reciproco equivalente a um octante dessa esfera.

kmax’ € 0 valor equivalente a soma k,*+ k,*+ k,?resultante em E,., € portanto kn.€ o
raio dessa esfera.

O numero total de estados é o volume desse octante: (1/8)(4/3) TtKmax.

Mas também podemos calcular esse mesmo volume de outro modo. Como cada par
de elétrons s6 pode ocupar um estado, e cada estado (cada valor discreto de k) ocupa
um volume no espaco reciproco de T*/V, o volume total necessario para acomodar

todos os elétrons no espaco reciproco é : (Ng/2)(m*/V).



Igualando as 2 expressoes:

(1/8)(4/3)Tkma = (NA/2)(TT?/V) => Kinax = (3pT1?) ¥

onde p= Nq/V € o ndmero de elétrons livres por unidade de volume real do sélido.
A energia correspondente a ki é:

Emax= 1%/(2m)(3pm?)¥?

O raio dessa esfera k. define o que se denomina de superficie de Fermi, por isso Kmax &
denominado k;, e a energia associada a ela é chamada de energia de Fermi (E;).

A energia total desse modelo de gas de elétrons pode ser calculada a partir de uma
casca esférica do espaco reciproco.

O volume dessa casca esférica para um dado raio k é: (1/8)4mtk*dk

O numero de estados ocupados por elétrons nessa casca € o volume da casca dividido
pelo volume ocupado por um elétron: n = (1/8)4nk?dk / [(1/2)(m*/V)] =>

n = (Vk*/m’)dk

Cada um desses estados tem uma energia 72°k?/(2m), assim a energia da casca é:
dE = 77°k*/(2m)(VK*/T)dk = [A°V/(2mTt* )k*] dk

A energia total do octante é:

Ewot = A2V/(2mT0 ) [ k* dk = 2°V/(10mT* ) k¢

Substituindo o valor de k¢= (3(Nq / V)11?)"V? =>

Ewot = 72V/(10mT?) (3(Nq / V)T = [A2V¥¥/(10mm?)] (3Ng?)*?

Ha uma correlacdo entre essa energia do gas de elétrons e a energia térmica de um gés
em fisica classica, pois diferenciando a energia em relacao ao volume:

dEw: = (-2/3)[A2VE3/(10mT? )] (BN *2dV = (-2/3)EcdV / V

Como Eie V sao positivos, hd um decréscimo de energia associado a uma expansao
de volume dV.

A associacdo com a fisica classica é dW = -PdV. E no caso,

P =(2/3)Ew:/ V = (2/3)[A2V¥3/(10mm? )] (3Ngm?) 3V =



= (2/3)[R2VF¥¥/(10mT2)] (3pVI?)*/V = (2/3)[A%/(10mm? )] (3pTt?)*? =
— (3T[2)(2/3)[ﬁ2/(5m)] p(5/3)

Essa é a chamada pressao de degeneracao, que impede que os sélidos colapsem
mesmo sob uma elevada pressao hidrostatica. Nao depende como se poderia pensar
da repulsao entre elétrons, porque ela nem foi considerada no modelo.

Uma aplicacao desse conceito de pressao de degeneracao esta na analise das estrelas
chamadas de anas brancas:

Partindo da equacao para a energia:()

Ewe= [APV#¥/(10mm)] (3Ngm?)

N é agora o nimero total de nucleons (prétons ou neutrons) da estrela e g o nUmero
de elétrons por nucleon.

V = 4/3M1R*é o volume da estrela. Em funco do raio,
Ewt = [A%((4/3)TR*)™?/(10m1t? )] (3NqT?)*® = [/*(311/4)*¥/(10mR?)](3Ng)*

A energia gravitacional de uma esfera macica é a integral da forca gravitacional do seu
centro até o raio R.

E.= [,"-G(u4/31r®)(u4mr?)/rdr = ~G(?16/3M2[,,"r*dr = -GU*(16/15)T°R°
Chamando de M a massa de um nucleon:

K = (MN/((4/3)TIR%)) =>

E.= -G(MN/((4/3)TIR%))*(16/15)T°R* = -G(MN)?*(3/5)/R

Ewot+ Eg= [12(311/4)%®/(10mR?)](3Nq)*? - G(MN)?(3/5)/R

Derivando a soma das energias e igualando a zero, ja que ela deve se conservar:

[-2h%(311/4)*?/(10mR%)](3Nq)*"? + G(MN)?(3/5)/R*= 0
[-A2(31/4)%?/(mR)](39)"*¥ + 3GN**M?= 0
(1/R)[[7*(31/4)%¥/m](3q)*¥] = 3GN"*M?

R = [[72(911/4)**q*"¥] / [GmN*M?]

A diferenca em relacao ao que foi feito anteriormente é que agora considera-se que
todos os elétrons sao livres. Seja a estrela feita predominantemente por He ou C, ndo é



a forma usual desses elementos quimicos, mas uma forma “degenerada”. Para esses
primeiros elementos quimicos, mais presentes nessas estrelas, hd aproximadamente 1
neutron para cada préton, e como o nimero de prétons é igual ao niumero de
elétrons, g=1/2.

h =1,054572 x 109

G=6,674x 10"

m = 9,109 x 10"

M= 1,67 x 10*

Substituindo os valores: R = 7,6 x 10%/NW?

O raio é funcao apenas do nimero de nucleons!

Para saber se € um ponto de maximo ou minimo de energia, podemos obter a segunda
derivada da soma das energias, para esse raio:

[672(311/4)%3/(10mR*)](3Nq)*"® - G(MN)?(6/5)/R®

A expressdo da esquerda resulta em 7,65 x 10°?N°enquanto a da direita em 1,51 x
10"**8N®=> segunda derivada positiva, portanto é um ponto estavel de minimo de
energia.

Uma estrela ana branca com a massa do sol (1,989 x 10*) teria:
N= 1,989 x 10*/ 1,67 x 10" = 1,19 x 10°” => N"*¥ = 1,06 x 10"
Logo R = 7,2 x 10°m, ou seja ela teria um raio apenas um pouco maior que o da terra.

Dividindo a energia de Fermi dessa estrela:  E¢= 7i*/(2m)(3(Ng/V)m?)?® = 3,068x10"**

com a massa de um elétron em repouso (9,109 x 107Y), a relacio é de 3,4 x 10%.

Essa relacdo E/m = 0,38¢?, o que significa que a energia desses elétrons precisaria a
rigor de uma abordagem relativistica, o que nao é feito aqui.



Anexo 12

Solugao da integral [, u"exp(-au?)du

Se n =10 caso é trivial, e para n>1:

Diferenciando a funcdo: -u™?/(2a)exp(-au?) = u"exp(-au?) - (n -1)u™?/(2a)exp(-au?)
Se n = 2 o problema esta definido porque o Gltimo termo é a integral do anexo 1
Se n > 2 podemos escrever a partir da equacao acima:

Jo” u"exp(-au?)du = -u™?/(2a)exp(-au?) |~ + (n-1)/(2a) [o"u™?exp(-au?)du

Na integral da direita, fazendo m = n - 2 pode-se repetir o processo:
Jo”umexp(-au?)du = -u™Y/(2a)exp(-au?) |o* + (m-1)/(2a) [+ u™?exp(-au?)du
Recolocando as constantes antes da integral e substituindo m = n-2:

Jo™ u"exp(-au?)du = -u™?/(2a)exp(-au?) |o* + (n -1)/(2a)[-u™?/(2a)exp(-au?)|o™ + (n
-3)/(2a) [ou™¥exp(-au?)du] = -u™?/(2a)exp(-au?) |0~ - (n -1)/(2a)?u™Jexp(-au?)|o™ + (n
-1)(n -3)/(2a)2[,"u™exp(-au?)du]

Fazendo agora no ultimo termo agoram =n - 4:
Jo”uMexp(-au?)du] = -u™?/(2a)exp(-au?) | o™ + (m -1)/(2a)[o*u™?exp(-au?)du
Recolocando as constantes antes da integral e substituindo m =n - 4:

Jo” u"exp(-au?)du = -u™?/(2a)exp(-au?) |,* - (n-1)/(2a)’u™exp(-au?)|o” + (n-1)(n

-3)/(2a)[-u™/(2a)exp(-au?)|o™ + (n-5)/(2a) [o"u"exp(-au?)du] =>

o™ uexp(-au?)du = -u"™Y/(2a)exp(-au?) | o™ -(n -1)/(2a)?u™Jexp(-au?)|o* - (n-1)(n
-3)/(2a)*u™/exp(-au?)|o* + (n-1)(n -3)(n -5)/(2a)%[,"u™exp(-au?)du] =>

Podemos ver que todos os termos exceto o Gltimo tem valor zero, pois as expressdes
sao zero no infinito e em zero. Se n for par, esse Ultimo termo sera:

(n-1)(n -3)...(1)/(2a)™? [,exp(-au?)du] = (n -1)(n -3)...(1)/(2a)"?(1/2)(1/a)*?
Se n for impar: (n -1)(n -3)...(2)/(2a) ™2 [, u exp(-au?)du] =
= (n-1)(n -3)...(2)/(2a) " 2exp(-au?)/(-2a) | * = (n-1)(n -3)...(2)/(2a)2(1/(2a)) =

= (n-1)(n -3)...(2)/(2a)"?



Anexo 13

Autovetores e autovalores para matriz 2 x 2:

O sistema:

| A B | | a | | a |
| | | | = A |
| C D | | b | | b |
pode ser escrito como o sistema homogéneo:

| A-A B | | a | | 0 |
| | | | = | |
| C D-A | | b | | 0 |

Onde, para haver solucao diferente da trivial (a e b = 0), o determinante deve ser zero:
(A-A)(D-A) -BC=0=> A°- (A+D)A +AD-BC=0

A =[(A+D)+/- ((A+D)*>- 4(AD - BC))*?]/ 2 =>

=> A =[(A + D) +/- (A% + D* + 2AD - 4AD + 4BC))V?] / 2 =>

=> A =[(A+D) +/- ((A*+ D? - 2AD + 4BC))"V?] / 2 =>

=> A =[(A+D)+/- ((A-D)* +4BC))*?]/ 2

Casos particulares:
A matriz é hermitiana => C = B* => BC = B?

A matriz é hermitianaeA=D=> A,=A+B e A\,=A-B

A matriz é diagonal (B=C=0)=> A,=A e A,=D



Anexo 13
Expansao de funcoes em série de poténcias

Vamos aproximar a funcao f(x) nas vizinhancas de zero por um polindémio com
coeficientes a determinar:

f(x) ~ P(X) = Ao + Ax + Ax2 + Axx® +....+AX"=> P(0) = A,

P’(x) = Ay + 2AX + 3Ax? +....+nAX" => P’(0) = A,

P”(x) = 2A; + 6AX +....+n(n-1)Ax"2=> P"(0) = 2A,

P’ (X) = 6A; +....+n(n-1)(n-2)Ax"%=> P"”(0) = 6A;

P"(x) = n!A,=>P"(0) = n'A,

Portanto P(x) = P(0) + [P’(0)]x + [P”’(0)/2]x* + [P”’(0)/6]x® +...+ [P™(x)/n!]x"

Se forem conhecidas as derivadas e o valor da funcdo em zero, sua aproximacao nas
vizinhancas desse ponto fica:

f(x) = £(0) + [f'(0)]x + [f’(0)/2]x* + [F(0)/6]x° +...+ [f" (x)/n!]x"

A vantagem da aproximacao polinomial é que a aplicacao sucessiva do operador
derivada isola os coeficientes, permitindo sua determinacao.

Algumas aproximacoes sao bastante usadas como:

f(x) = (1 +x)"?=1+(1/2)(1+0)""?x = 1+ x/2



Anexo 14
Teorema do Virial

Em mecanica classica, num sistema de n particulas que estejam sempre dentro de uma
regido do espaco, a soma do valor médio da energia cinética e da metade do valor
médio do virial do sistema é zero.

O virial do sistema é definido como 2F.r (produto escalar das forcas sobre as

particulas pelo vetor posicao).
Prova:

Usando a definicao de forca resultante sobre uma particula, e integrando os dois lados
da equacao em relacdo ao tempo:

IOTZFk.rkdt = meT[Zrk.dzrk /dtz]dt

Integrando por partes o lado direito da equacao:

[ ZFrdt = mZ[r.dr/dt]," - [,"m(dr/ dt)(dr/ dt)dt =>
=> fOTZFk.rkdt = Z[rk.mvk]or - formvkzdt

Dividindo pelo periodo da integracao obtém-se o valor médio das funcoes no intervalo,
e trocando alguns termos de lado:

(1/T)Z[remv]," = (1/T) [, ZFerdt + (1/T) [,"'mv’dt => <virial> + 2<T>,
(1/T)Z[re.p, " = <virial> + 2<T>

onde <virial> é o valor médio da expressdo 2F..ry, € <T> é o valor médio do somatorio

das energias cinéticas das particulas.

A afirmacao do teorema é que o lado esquerdo da equacao é zero. Isso é verdade se o
sistema for periddico, pois é s6 escolher um valor de T igual ao periodo.

Se o sistema nao for periédico, e Z[r.p«] ndo ultrapassar um valor maximo, o valor
médio do virial tende a zero quando T tende ao infinito. A questao é: como provar que

o somatério tem um valor maximo?

Pelo que consigo entender, isso ndo pode realmente ser provado. Trata-se mais de
uma constatacao empirica: se um sistema de particulas permanece limitado no espaco
e as velocidades das particulas que o constituem também, a afirmacao do teorema é
valida. Um exemplo sdo as galaxias como sistema de estrelas e outros corpos.



Em fisica quantica vale para uma particula (n3o relativistica) em 1 dimensao que:

d<xp>/dt = i/A<[H,(xp)]> =

i/h<@|-h?/(2m)a*[(xp)wl/ax*+ V[(xp)y] - [-h?/(2m)(xp)9*W/ax* + (xp)VY]> =

i/A<y|-H2/(2m)a%(x(-IRaW/ax))/ax2+ VIx(-iRaw/ax)] - [-h/(2m) (x(-if)a°w/ax’ + (x(-
iA(VY)/ax))]> =

= i/h<y|ih%/(2m)o*[(xaw/dx)]/ax* - iAVx(aw/ax)] - i’/ (2m)xa°y/ax>+ ihxa(Vy)/dx)>=

= i/A<y |ih*/(2m)a[a[ (xdW/dx)1/ax1/dx - IAVX(AW/X) - iIR%/(2m)xa°Ww/ax* + iRx(WaV/ax
+Voy/ox)>=

= i/h<yg|if®/(2m)o[(oy/ax + xa*W/dx?)]/dx - ihVx(ay/ax) - ih*/(2m)xad*y/ax®+ ihxyoV/
ox + ihxVoy/ax)>=

= i/h<|ih%/(2m)(20°Y/dx* + x3°P/ax’) - ih®/(2m)xa*w/ax3+ ihxyaV/ox>=
= i/h<y|ih*/(2m)20°Y/ox> + ihxYoV/ox>=
= <y |(-h*/(2m)20°/9x* - xaV/ox) | p> = <2T> - <xaV/ox>

Resumindo:

d<xp>/dt = <2T> - <xaV/ox>

No caso de um estado estacionario <x> e <p> sdo constantes e portanto d<xp>/dt =0
=> <2T> = <xoV/ox>

Para 3 dimensoes:

d<r.p>/dt = i/h<[H,(r.p)]> =

i/h<@|-h?/2m)V2[(r.p)@]+ VI(r.p)Y] - [-A*/(2m)(r.p) V@ + (r.p)VyY]> =>
=>i/h<@|-h*/2m)V*[-ihr.Vyl+ V[-ihe VY] - [-h%/(2m)(-ihr.(VV2Y)) + (-iAr.V (V) ]>=>
=> i/A<y|iR%/(2m)V2[r. VY] - iAVIE.VY] - i8%/(2m)(r.(VV2)) + iAVEVY +iAyr.VV]>
VA [r.Vy] = 0°(r.Vy)/ox*+ 3*(r.Vy)/9y* + 3*(r.Vy)/02* =

= 3%(xoW/0x + yoy/dy + z0W/dz)/9x*+ 3*(xaY/dx + yoy/dy + zoY/dz)/dy*+ 3*(xoy/ox +
yoW/dy + z0y/9dz)/ 37>



= x3°W/9x® + 20°Y/0x* + ya°P/ox’dy + z3°W/0x’dz + x3°W/9xady’ + yd’y/dy’ + 29°y/dy* +
20°Y/0y’0z + x3°P/9x0z> + yo'Y/dydz* + z3°W/dz* + 20°y/97°

Como:

r.(VV2y) = r.(V(3°@/0x* + 3°Y/dy* + 9°y/92°)) = x(3°w/ax> + 3°y/axdy’ + 3°y/9xdz°) +
y(3°W/ox’dy + 3°Y/ay’ + 3°Y/dydz?) + z(3°W/dx*0z + 3°Y/dy*dz + 3°Y/3z°%)

V3 [r.Vy] = r.(VV2y) + 2V

Logo:

d<r.p>/dt = i/h<y|ih®/(2m) 2V + ihpr.VV]> = <y | (-h*/(2m) 2V - gr.VV) =>
d<r.p>/dt = 2<T> - <r.VV>, e para estados estacionarios:

2<T> =<r.VV>



Anexo 15
Teorema de Feynman-Hellmann

Suponha que o Hamiltoniano de um sistema seja funcdo de um parametro A. Se E,(A) e

W(A) forem respectivamente autovalores e autovetores de H():
OE./0A =<y|(3H/dA)|y>

Prova:

Para uma perturbacao no hamiltoniano: H’ = H(A+AA)
= Eo(A+AA) = <@ |H(A+AA) | >
Por outro lado: E,(A) = <@ |[H(A) | p>

Subtraindo as expressoes:

En' - En= <@|HA+AA) [@> - <@ [H(A) |@> = <@ |H(A+AA) - H(A) | p>

Dividindo ambos os lados por AA:

(Ex' - En)/ AN = (<@[HA+AN) - HA) [p>) / AN = (<@|((H(A+AA) - HA)) / AN) | g>) =>
=> [E(A+AA) - Ef(A)] 7 AN = <@ [((H(A+AA) - H(A)) / AN) | p>

Quando AA -> 0=>

OE,/OA = <y|(aH/oA)|yp>



Anexo 16
Energia cinética relativistica
Partindo da definicdo de trabalho realizado por uma forca:

T= [, F.ds,

Para o caso em que F seja a forca resultante sobre um corpo, a massa seja constante e
em baixas velocidades, o momento é m(dv/dt)

T = [,’(dp/dt).ds = m[°(dv/dt).ds

Usando coordenadas cartesianas:

m [, ((dv,/dt)dx + (dvy/dt)dy + (dv./dt)dz) = m[*(dv.(dx/dt) + dv,(dy/dt) + dv,(dz/dt)) =
= m [ (dvx(vi) + dvy(vy) + dv,(v,)) = (M/2)[v* + v,* + v,°]° = (M/2)[vs* - o’

Se o corpo estiver inicialmente em repouso:

Ex = (M/2)v?, que € a expressao para a energia cinética ndo relativistica.

No caso de altas velocidades, a aproximacao do tempo calendario como invariante nao
é mais possivel. E preciso considerar o referencial de medicdo e o referencial do corpo
gue se desloca. Os calculos de forca e trabalho sao feitos no referencial de medicao.
Mas o momento é o produto da massa pela derivada da posicao em relacdo ao tempo
de um reldgio em repouso no referencial do corpo (tempo préprio T).

T = [ (dp/dt).ds

[(dp/dt).ds = [[d(mds/dT)]/dt.ds = m [d[(ds/dt)(dt/dT)].(ds/dt) =
dt/dt=vy=1/(1-v¥/c*)"?, logo:

[(dp/dt).ds =m[jd[v /(1 - v¥/cA)*¥?].v =

Integrando por partes:

m [ dlv/ (1 -v¥/AY?]v=m{[v/(1-v¥/AY?]v- [sv/(1-Vv>/c?)"].dv}=
=mi{v?/ (1 - v¥/cA)W2-[-c¥(1 - v¥/cA)V]} =

=m{v?/ (1 - v¥/cA)"?+ cX(1 - v¥/c?)V?} =

=m{v2+ c2-v3/(1 - v¥/cA)?



Se o limite inferior de integracao corresponder ao estado de repouso do corpo no
sistema de referéncia, o resultado sera a sua energia cinética:

E.= mcz/(l _ Vz/CZ)(1/2)|Ov= mcz/(l _ Vz/CZ)(l/z) - mc?

Para expressar a energia cinética em funcao do momento, usamos a expressao que foi
usada anteriormente:

p = mds/dT = m(ds/dt)(dt/dT) = mv/(1 - v¥/c?)V?

Usando o fato de que:

p%c?+ m%c* = mA3c?/(1 - v¥/c?) + m%c* = (mA2c2+ mc*- mavAc?) / (1 - v¥/c?) =

= m°c’/ (1 - v?/c®) = (Ex + mc?)?
Temos que:

(1/2) _

p%c? + m%c*= (Ex + mc?)?=> E,= (p*c®*+ m?c?) mc?



Anexo 17
Lei de Biot-Savart

Para saber o campo magnético existente a uma certa distancia de uma carga em
movimento, podemos aplicar uma das leis de Maxwell:

¢ B.dl = ofj.ds + (1/c?) 3(JE.ds)/at

A integral do campo magnético ao longo de uma curva fechada relaciona-se a corrente
total que atravessa uma superficie arbitraria delimitada por essa curva, e a variacao do
fluxo do campo elétrico que atravessa a mesma superficie com o tempo.

Se nao existir campo elétrico, ou este for constante, a equacao se reduz a:
95 B.dl = [, [j.ds

Para o caso de um fio infinito retilineo, a superficie pode ser um disco perpendicular e
centrado no fio, delimitado por um circulo de raio R. Nesse caso, pela simetria da
situacao:

¢ B.dl = 21R|B| => |B|= [ofj.ds / (21R) =>
|B| = Mol / (2TR), onde | é a corrente elétrica no fio.

No caso de um circuito fechado, com um fio circular de raio R, no qual passa uma
corrente |, qual serd o campo magnético no centro do circulo definido pelo fio?

Aplicando o teorema de Stokes a equacao de Maxwell acima:

§]5 B.dl = [VxB.ds para a mesma superficie atravessada pela corrente =>
=> VxB = Wj, que é a equacao na forma diferencial.

Como V.B =0 e para qualquer vetor a divergéncia do rotacional é zero, existe um

vetor A tal que B = VxA.

VxVxA = |

Usando a identidade VxVxA = V(V.A) - V?A,
V(V.A) - VPA = W

O vetor A que satisfaz a equacdo B = VxA n3o é Unico. Se escolhermos um vetor A’

tal que A’= A+ VS, onde S é um escalar, VxA’ = VxA + VxVS = VxA porque o



rotacional de um gradiente é zero. Caso V.A <> 0, é sempre possivel escolher um

escalar S tal que V.A =-V.VS e fazendo A’=A+VS, V.A’ =0.
Logo:

VA = -l

A expressao acima sintetiza 3 equacoes:

V2A = 3°A1/0X*+ 0°A1/0X> +0°A1/0X* = —ojx

VA, = 0°A,/0X* + 0°As/OX* +0°Ao/ X = — oy

VPA,= 0°As/0X* + 0°As/0X* +0°As/0X* = | oj;

Para calcular o valor do vetor A no ponto central do circulo definido pelo fio do
circuito, pode-se considerar uma esfera centrada em um dos pontos do fio, passando
por esse ponto central, e levar em conta apenas a contribuicao desse ponto do fio para
o campo. Nesse caso, todos os pontos da esfera tem densidade nula de corrente e o
laplaciano é zero. Chamemos essa contribuicao de A;’. O mesmo vale para A, e A,.

teta




VA, =0=>A,'=C,/R+C, onde C, € uma constante a determinar e C, é uma
constante arbitraria, que vai desaparecer, ja que o que se quer sao as derivadas de A;’.

Aplicando o teorema da divergéncia:

[-Hojxdv = [V.(VA)dv = [V?’A;’ dv = [n.(VA,)ds = [n.(-C;R / R®)ds = -C,4TIR’R/ R® =>
=> C;= Mol AL/(4TT) => A’ = Mol AL/(4TIR ) + C,

A’ = ol AL/(4TIR ) + C, e de forma similar:

A, = Hol,AL/(4TIR ) + C,

Considerando o fio no plano xy, R = (x* + y)2. As componentes x e y do campo
magnético sdo nulas, ja que as derivadas em relagdo a z sdo zero e A;'= 0, (ja que j,=
0).

A componente z do campo magnético para esse ponto do fio é:
B, =9A,/dy - 0A,/ dx = UAL/(4T)[(-yl/R%) + (xI,/R%)]

x = Rcos(0), y = Rsen(B), AL = RAB, |, = -Isen(6) e |, = Icos(6)

B.' = Mol AB/(4TR)[sen?*(B) + cos?(0)]

Integrando todas as contribuicées das porcdes do fio:

B, = Mol 2T1/(4TIR) = [ol/(2R)

Os valores do campo magnético para um fio infinito e para o centro de um circuito
circular aparecem na literatura algumas vezes como leis de Biot-Savart, e foram
historicamente obtidos antes de Maxwell, mas como foi mostrado, podem ser
derivados a partir de suas equacoes.



Anexo 18
Momento de dipolo magnético

Uma consequéncia de existir uma forca sobre uma carga em movimento num campo
magnético é que uma corrente elétrica num circuito fechado nas mesmas condicoes
esta sujeita a um torque.

Por exemplo, um circuito de forma retangular em que dois lados estejam paralelos ao
campo e 2 lados normais, sobre esses Ultimos haverd um binario tendente a girar o
circuito (ver figura na pagina seguinte). Se os lados normais tiverem comprimento L,, a
forca sobre cada um desses lados sera:

F = qvxB = gL./TxB = L,IxB, onde B é o campo e | a corrente no fio. Como | e B sao
perpendiculares nesses trechos, |F| =IL,B. O mdédulo do torque serad |T| = IL,BL,, onde
L, é o comprimento do lado paralelo ao campo, que é a distancia entre os lados
normais. Como L,.L, € a area do circuito, |T|= IAB.

Assim que o circuito comece a girar, as forcas continuam as mesmas, mas a distancia
entre elas diminui, até chegar a zero quando o giro competar 90 graus. Se girarmos
mais 90 graus, o torque sera no sentido oposto. Se definirmos esse angulo
correspondente ao torque nulo como zero, a expressao geral do torque sera:

|T| =1AB sen(0).

Se definirmos o vetor dipolo magnético M = |Au, onde u é um vetor unitario normal ao
circuito:

T=MxB.
A variacao da energia potencial associada ao dipolo pode ser calculada por:

E = [F.dL, e como o deslocamento das forgas é um arco, |dL| = (L,/2)dB, onde L,/2 é o

raio de giro. Como sao 2 forcas opostas, e como dL é paralelo a u. A integral tem sinal
negativo porque o deslocamento tem o sentido contrario a forca:

E=-[L,F.udb =-[L,|F|cos(n/2 + ©)d6 = [L,|F|sen(B)dO

IFl = |ILB]

E=[L,L.l|B|sen(B)d® = [Al|B|sen(B)dO = [|M]||B|sen(0)db =>
E=-|M]||B|cos(0).

E=-M.B

O valor minimo da energia serd para © =0 e o valor maximo para 6 =1
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Anexo 19
Relacdo de Kramer e o valor esperado de 1/r°
A equacao radial para o &tomo de hidrogénio:

(-h%/(2m))ou?/ar* + (h?/(2m))L(L+1)/r?u + V(r)u = Eu

Como V(r) = -e%/(4TEor), o raio de Bohr a = (41th?%e,) / (me?) e a energia E = -
me*/(321m°h%%)(1/n?) => e*/(16T%e?) = h*/(m?a?)

V(r) = -h*/(amr)
E, = -h%/(2ma?)(1/n?
Substituindo na equacao:

(-h%/(2m))ou®/ar* + (h?/(2m))L(L+1)/r?u -h*/(amr)u = -h?/(2ma?)(1/n?)u=>
=>-9u?/ar? + L(L+1)/r®u - 2/(ar)u + 1/(a’n*)u=0=>
=> qu?/ar? = (L(L+1)/r?- 2/(ar) + 1/(a’*n?))u

Jou?/arturdr = [(L(L+1)/r* - 2/(ar) + 1/(a’n?))u’rdr =

I <u | [ILL+)re? - 2rY/a + r/(a?n?))] |u>dr

L(L+1)<r®?> - 2<r®>/a + <r*>/(a’n?)

Mas [du?/drursdr = [d[r*u(du/ar)] - [(du/adr)(du/dr)rdr - [srYu(du/ar)dr
[(du/ar)(u/ar)ridr = (1/(s+1)) [d[r**(au/ar)(au/ar)] - (2/(s+1)) [r**(9°u/dr?)(du/ar)dr]
[r¥u(du/ar)dr = (1/2) [d[u?] - (s/2) [r=Yudr

Nas 3 expressoes acima de integral por partes, u e suas derivadas tendem a zero mais
rapidamente que r°’em - e +o, portanto:

[r*Y(du/ar)(du/ar)]-..** [rFu(du/ar)]..* e [u*r].,* = 0.
[-7(0u/ar)(ou/ar)rdr = - (2/(s+1)) [, " r*"(9°u/ar®)(du/ar)dr]
[-"ru(au/ar)dr = - (s/2) [ *rYudr

Logo:

Jou?/artursdr = (2/(s+1)) [ " r***(3%u/ar?)(au/ar)dr + (s(s-1)/2) [ .. *r*Pudr =>



=> [ou¥/arfurddr = (2/(s+1)) [ r*™(8%u/ar?)(u/dr)dr + (s(s-1)/2)<r?>=>

=> L(L+1)<r®?> - 2<r>/a + <r*>/(a’n) = (2/(s+1)) [ "r**(3%u/dr’)(du/adr)dr +
(s(s-1)/2)<r?> =>

[L(L+1) - s(s-1)/2]<r?> - 2<rV>/a + <r>/(a’n?) = (2/(s+1)) [ .. " r***(9%u/dr?)(du/dr)dr]

=> [ 7r™(3%u/ar?)(du/dr)dr = (s+1)[L(L+1)/2 - s(s-1)/4]<r?> - (s+1)<rY>/a +

(s+1)<r*>/(2a’n?) =

= [(s+1)L(L+1)/2 - s(s*1)/4]<r*?> — (s+1)<r®Y>/a + (s+1)<r*>/(2a’n?)

Mas,

J-or(@%u/or?)(du/or)dr = [ rt(L(L+1)/r? - 2/(ar) + 1/(a*n?))u(du/dr)dr =

= [ IL(L+1) - (2/a) r°+ r*Y/(a’n?)] u(du/ar)dr

Usando o resultado de que: [_.**ru(du/ar)dr = - (s/2) <r“?> =>
[-ert(0%u/ar?)(au/ar)dr =

= - ((s-1)/2)L(L+1) <r¥2> + (2/a)(s/2) <r*Y> - 1/(a®n?)((s+1)/2) <r*>

Logo: [(s+1)L(L+1)/2 - s(s>-1)/4]<r?> - (s+1)<r®*Y>/a + (s+1)<r*>/(2an?) = -
((s-1)/2)L(L+1) <r*2> + (2/a)(s/2) <r*¥> - 1/(a’n?)((s+1)/2) <r*> =>

[(s+1)/(2a’n?) + 1/(a%n?)((s+1)/2)] <r*> - [(s+1)/a + (2/a)(s/2)]<r® V> + [(s+1)L(L+1)/2 -
s(s%-1)/4 + ((s-1)/2)L(L+1)]<r*?> =0

[(s+1)(2n*) + 1/(n*)((s+1)/2)] <r*> - [(s+1)a + (2a)(s/2)]<r*"> + [(s+1)L(L+1)/2 - s(s*-1)/4
+((s-1)/2)L(L+1)]a%<r2> = 0

[(s+1)/n?]<r*> - [2s + 1]a<r®Y> + s/4[(2L + 1)? - s?]a%<r*?> =0

A expressao acima é chamada de relacao de Kramer, e permite calcular valores médios
de poténcias derr.

Fazendo agora s =-1:

[(-1+1)/n?]<1/r> - [-2 + 1]a<1/r*> - 1/4[(2L + 1)* - (-1)*]a’<1/r®> = 0=>



a<1/r®> = L(L+1)a’*<1/r’> => <1/r®*> = <1/r*> / [aL(L+1)]
Como j4 foi visto para a correcao relativistica que:
<1/r*> =1/(n*a*(L+1/2)) =>

=><1/r®> = 1/[n®a® L(L+1)(L+1/2)]



Anexo 20

Momento angular e de dipolo magnético de uma esfera de raio R:

0 elemento de volume = dV = rsen(8)d@rdOdr = r’sen(6)drdOd¢

0 momento angular desse elemento é:

dL = rxdp = rsen(B)vdm = p_rsen(B)vdV = prsen(B)vr’sen(0)drdBd
Integrando para toda a esfera:

IL| = [, [ [ P, r’sen?(B)wr(sen(B))drdBde = wp[," [,"[,"r*sen®(0)drdOde
= 2Mwp,. [, r*(-cos(B) + cos*(0)/3),"dr = 2ntwp [, r*(1 - 1/3- (-1 + 1/3))drdO
= 8/3nwp,. [, r'dr= 8/3nwpR>/ 5

Como a massa da esfera é p(4/31R%) =>

IL| = 8/3Mw3M/(4TR}R®/ 5 = (2/5)MR%w

Se a esfera tiver uma carga uniformemente distribuida podemos expressar a forca
magnética gerada por um campo uniforme B sobre um elemento de volume da carga
em movimento dessa esfera girante (considerado giro em torno do eixo z):

dF =dqvxB = p_.dVw(rxk)xB = p_ r’sen(0)drdOd@w(rxk)xB

O torque elementar é r x dF = p_r’sen(0)drdOd@wrx(rxk)xB =
O vetor rxk =i - xj

rx(yi - xj)xB = rx[(-xB,)i + (- yB,)j + (xB, + yB,)k] =

= [y(xB« +yBy) + yzB,)]i + [- xzB, - x(xB« + yB,)]j + [0]k

Os componente desse vetor torque elementar sdo entio:

dTx = r'[sen(B)sen(@)(sen(B)cos(P)Bx + sen(B)sen(®)B,) +
sen(0)sen(@)cos(0)B.]p sen(0)drdOdew =

= r'[sen®(0)sen(@)cos(p)B, + sen*(B)sen*(®)B,) + sen*(0)sen(@)cos(0)B,]p wdrdOd@

dTy = r*[-sen(B)cos(@)(sen(B)cos(®)B, + sen(B)sen()B,) -
sen(0)cos(¢)cos(0)B,]p, sen(0)drdBdew =



= r'[-sen®(0)cos?*(Q)B, - sen*(8) sen(@)cos(P)B,) - sen’(6)cos(P)cos(6)B.]p,mdrdOd®

Integrando essas componentes apenas em d@ de 0 a 21 obtemos o torque sobre um

anel da esfera:

[ dTx = [,™r*[sen’(B)sen(@)cos(@)B, + sen*(B)sen’(p)B,) +
sen’(0)sen(@)cos(0)B,]p wdrdBde =

= r'[sen®(0)B,{-cos(2¢)/2}," + sen*(8)B,/2{1 - cos(29)},”" - sen*(B)cos(O)B, {-
cos(¢)}, 1P, wdrdB =

= Tr*sen’®(0)B,p wdrd®

[dTy = [, 7r*[-sen®(0)cos*(@)B, - sen®(0) sen(p)cos(@)B,) -
sen?(8)cos(¢)cos(0)Bz]p,wdrdBdg =

r[ - sen®(0)B,/2 {cos(2¢) + 1},”" + B, sen®(8)/2{cos(2¢)},"]p wdrdO =
= -Tir*sen’®(0)B,p,wdrd6

Como dT, = 0, pode-se escrever:

dT, = dM,B, - dM,B,=> dM, = -Tir*sen*(0) p_ wdrd® se dM,=0
dT, = dM,B, - dM,B,=> dM, = -Ttr*sen’®(0) p,wdrd® se dM,=0

Ha portanto um vetor dM tal que dT = dM x B, com a mesma direcdo do momento
angular, que é a direcao do eixo de giro.

Integrando agora dM para toda a esfera:

IM|=M, =[] [ -Tir*sen®(B)p,wdrd® =-Ttip,w ]} [,"r*sen’(0)drdO

Mas sen*(B) = sen?(B)sen?(8) = (1/4)(1 - cos(20))(1 - cos(20)) =

= (1/4)[1 - 2cos(26) + cos?*(20)] = (1/4)[1 - 2cos(28) + (cos(48) + 1)/2] =

= (1/4)[3/2 - 2cos(28) + (1/2)cos(40)] = 3/8 - (1/2)cos(20) + (1/8)cos(40)

=> |M| =-rip,w[," r'(-cos(B) + cos’(0)/3),"dr = -Ttp,w [," r(-(-1-1) + (-1/3-1/3),"dr



=-(4/3)p,w[," r'dr = -(4/3)1P, wR?/5 = - 4/15 TP, WR’
Como a carga total g = p,V = p,(4/3)1R®
M| =-4/15 n(3g/(41R%)wR’ = -(1/5)qwR?

Comparando com o momento angular da esfera girante, a relacao:

IM[ / |L| = [(1/5)qwR?] / [(2/5)MR*w] = q/(2M)



Anexo 21

Cdlculo de <1/|r;- r,| > para o atomo de Hélio

<Ulri-ra|>= [, <W[1/(]|r.- r.|)|W>d’r:d’r, =
= [X¥/(ma’)]* [vexp(-2X(ri+ o) /al/(|r1- r2|) drid’r,

Para facilitar a integracao, ao integrar em relacdo a r,orientamos os eixos de modo
que r.fique no eixo z, de modo que |ri-ry| = (r2%+ry2- 2rir,cos(0))Y?. 6 é o angulo

entre os vetores e também aqui o angulo polar com a vertical. Assim trabalhamos em
coordenadas polares esféricas com o elemento de volume:

d’r,= ry%sen(0)dr,dOd¢ e aintegral se torna:

[X3/(Ma®)]? [ exp(-2X(r,+ ry) /a]/((r22+ r12- 2ryroc0s(0))*?) r,%sen(0)dr,dOd@
A Integral em relacao a ¢ = 2m restando:

2n[X%/(na)]? [ exp(-2X(ry+ r2) /al/((r22+ r12- 2ryrcos(0))?) r,%sen(0)dr,dO

Integrando em relacao a teta:

21 X%/ (Ma®)]? [ exp(-2X(ri+ r2) /a]((ra?+ ri2- 2rir,c0s(0))?)/(rary) | o™ 1o 2dr, =
2n[X%/(1a’)]? [ exp(-2X(ry+ ra) /a]((r22+ ra?+ 2ryr) Y2 - (r2+ r1%- 2r,15)Y2)/(ryr,) r22dr,
2n[X%/(na)]? [ exp(-2X(ra+ r2) /a]((ri+ ra) - |ri=ra])/(rarz) ro?dr,=

2nX%/(ma®)? [ exp(-2X(ri+r2) /a](2/r1) r 2dra(se ri>ry)

21X/ (ma)]? [ exp(-2X(r1+ r2) /al(2/r2) r%dra(se ri< ry)

2n X/ (ma®) 2 { [, exp(-2X(ri+ 1) /al(2r2%/r1) dra+ [ exp(-2X(r1+ r2) /al(2r,) dr, }=

= 4m[X%/(Ma’)]* {(1/r1) [ exp(-2X(r1+ r2) /alry 2dro+ [ exp(-2X(ry+ r2) /al(ry) dra}

A resolucao desse tipo de integrais esta no anexo 7

Jexp(-2X(r1+ ry) /a)r2’dry = [r2%/(-2X/a) - 2ra/(-2X/a)* + 2/(-2X/a)*]lexp(-2X(r1+ 1) /a
Jexp(-2X(ri+ ry) /a)ry dry = [ro/(-2X/a) - 1/(-2X/a)*lexp(-2X(r,+ r2) /a

Logo:



(1/r)) [, exp(-2X(r1+ ry) /alry? dry= (1/r1)[ra%/(-2X/a) - 2r,/(-2X/a)*+ 2/(-2X/a)*]exp(-
2X(r1+ 1)) /a| J*=

= (1/r)[r ¥/ (-2X/a) - 2ry/(-2X/a)?+ 2/(-2X/a)3]lexp(-2X(r,+ r1) /a) - 2/(-2X/a)*]exp(-
2X(r1) /a) =

= [ry/(-2X/a) - 2/(-2X/a)?+ 2/(r.(-2X/a)®) Jexp(-4Xry /a) - [2/(r1(-2X/a)?)]exp(-2Xr, /a)

[e1” exp(-2X(ry+ ry) /al(ra) dro=[ro/(-2X/a) - 1/(-2X/a)*lexp(-2X(r1+ r2) /a|1” =
=- [r/(-2X/a) - 1/(-2X/a)*]exp(-2X(r+ ry) /a = [-ri/(-2X/a) + 1/(-2X/a)*lexp(-4Xr, /a)

A integral completa em relacao a ryincluindo as constantes:

4T[X%/(ma))? [ - 1/(-2X/a)*+ 2/(r1(-2X/a)°) Jexp(-4Xr, /a) - 2/(r1(-2X/a)*)exp(-2Xr /a)]
Evidenciando (a/2X)® e (2/ry) ->

(1/r)[X*/(ma®)][ -1 - (Xr./a))exp(-4Xr, /a) + exp(-2Xr, /a)]=>

Agora essa expressao deve ser integrada em relacao ari:

[0 (1/r)[X¥/(ma®)][( -Xri/a - 1 )exp(-4Xry /a) + exp(-2Xr; /a)]r: *sen(0)dr,d6

Como definimos que r;esta no eixo z, ele é agora independente de B, e as integrais

angulares sao:

@, -> 21 e -cos(0)|,"-> 2 => resultam em 4.
[o” (4mX*/(ma’)][(- (X/a)rs? - ry )exp(-4Xry /a) + riexp(-2Xr; /a)]dr;

Seguindo a solucao das integrais do anexo 7:

a) [riexp(-4Xry /a)dry = [ri/(-4X/a) - 1/(-4X/a)*]exp(-4Xr; /a)

b) [riexp(-2Xry /a)dr, = [r1/(-2X/a) - 1/(-2X/a)*]exp(-2Xr; /a)

c) [ri’exp(-4Xr, /a)dry = [ri?/(-4X/a) - 2r./(-4X/a)*+ 2/(-4X/a)® lexp(-4Xr; /a)
Cada uma deve ser integrada de 0 a o:

a) 1/(-4X/a)?

b) 1/(-2X/a)?



c) -2/(-4X/a)?

O resultado completo sera:

<1/|ri- 1ry| > = 4[X%/&%[( - 1/(-4X/a)? + (X/a)2/(-4X/a)*+ 1/(-2X/a)?] =
= 4[X*/a%|[-1/(16(-X/a)?) - 1/(32(-X/a)?) + (1/(4(-X/a)?)] =
= 4[X%/a°][ -3/(32(-X/a)?) + (1/(4(-X/a)?)] = [X/a][-3/8 + 1]

= 5/8[X/a] (comparando com <1/r;> e <1/r,>, a distancia esperada média entre os

elétrons é maior que a distancia esperada de cada um deles para o nucleo, o que é um
resultado coerente ja que eles se repelem)



Anexo 22

Cdlculo de I = [, W,W,dV para a molécula de hidrogénio

Se parametrizarmos o valor esperado do Hamiltoniano em funcdo de R (distancia entre
os protons), as duas variaveis r; e r,podem ser transformadas em uma so, pois se a
posicao do elétron for monitorada pelo vetor r, o préton 1 por R, e o préton 2 por Ry:

ri=|r-Ry|, = |r-Ry eR=|R;-Ry|.

Se trabalharmos no referencial em que os prétons estdo em repouso (ja que
consideramos sua energia cinética muito pequena), a unica variavel é r.

Nesse caso, com um modelamento geométrico similar ao usado para o 4tomo de hélio,
o préton 1 é colocado na origem, e o préton 2 a uma distancia R positiva no eixo dos z.
Isso permite trabalhar a integral em coordenadas polares esféricas:

ri=|r| =r,er,=|r-Ry| = |r-R| =(r*+R?- 2rRcos(0))*? e a integral se torna
[\, dV = 1/(nta’) [, exp(-(r + (r* + R? - 2rRcos(0))¥?)/a)r?*sen(0)drdOd ¢

A integral em é simplesmente 2T, e para integrar em teta podemos retirar da integral

o termo em r da exponencial fora da raiz:

[\, dV = 211/(nta’) [ rPexp(-r/a) [ exp(-(r? + R? - 2rRcos(0))*?)/a)sen(6)drd®
Chamando u = (r?> + R? - 2rRcos(0))“?, du = (1/u)rRsen(B)dOse

Tomando agora apenas a integral em 6:

Joexp(-(r? + R? - 2rRcos(0))“?)/a)sen(0)dO = (1/(rR)) [.exp(-u/a)udu

Conforme o anexo 7 essa Ultima integral é:

Juexp(-u/a)udu = [u/(-1/a) - 1/(-1/a)*lexp(-u/a) = -a(u + a)exp(-u/a)

Os limites de integracao se tornam:

© =0=>u=|r-R| =|r-R|(r-Rquandor>R eR -r quando r<R)

B =m=>u=|r-R|=r+R

Logo [.exp(-u/a)udu = a/(rR)[(|r - R|+ a)exp(-|r - R|/a) - (r + R + a)exp(-(r + R)/a)]

Podemos agora finalizar com a integralemr:



[\, W, dV = 2/(Ra’) [ rexp(-r/a)[(|r - R|+ a)exp(-|r - R|/a) - (r + R + a)exp(-(r + R)/a)]dr

A integral se separa devido aos limites de integracao até R e de R ao infinito por causa
do termo |r-R|:

[\W.W,dV = 2/(Ra?){[Fr[(R - r + a)exp(-R/a)]dr + [”r[(r - R + a)exp(-(2r - R)/a)dr -
Jo7rl(r + R+ a)exp(-(2r + R)/a)]dr}

A primeira integral(1)

[ r[(R - r + a)exp(-R/a)]dr = exp(-R/a)[Rr¥/2 - r*/3 + ar?/2 | | =
= exp(-R/a)[R%/2 - R%/3 + aR%/2] = (1/2)R%*exp(-R/a)[R/3 + a]

A segunda integral(2):

[:7rl(r - R+ a)exp(-(2r - R)/a)dr = exp(R/a) [;*r[(r - R+ a)exp(-2r/a)dr =
exp(R/a)[ [;"r’exp(-2r/a)dr - R[;“rexp(-2r/a)dr + aJ “rexp(-2r/a)dr] =

Dessas integrais, a primeira (2.1):

[r’exp(-2r/a)dr = [r*/(-2/a) - 2r/(-2/a)*+ 2/(-2/a)]exp(-2r/a) |~ = -[R*/(-2/a) - 2R/(-2/
a)?+ 2/(-2/a)’lexp(-2R /a) = (a/2)[aR + R* + a?/2]exp(-2R /a)

A segunda é(2.2):

R[.“rexp(-2r/a)dr = R[r/(-2/a) - 1/(-2/a)*]exp(-2r/a) |~ =

=-R[-aR/2 - a*/4]exp(-2R/a) = (aR/2)[R + a/2]

A terceira é(2.3):

af.“rexp(-2r/a)dr = -a[-aR/2 - a’/4]exp(-2R/a) = a’/2[R + a/2]exp(-2R/a)
Portanto a segunda integral(2) é:

exp(R/a){(a/2)[aR + R* + a?/2] - (aR/2)[R + a/2] + a?/2[R + a/2]}exp(-2R/a)=
= (a/2)exp(-R/a){[aR + R* + a%/2] - R[R + a/2] + a[R + a/2]}=

= (a%/2)exp(-R/a)[ a + 3R/2]

A terceira integral(3) é:

[2rl(r + R + a)exp(-(2r + R)/a)]dr =

= exp(-R/a)[ [, r’exp(-2r/a)dr + R[,“rexp(-2r/a)dr + af ,“rexp(-2r/a)dr] =



Dessas integrais, a primeira é(3.1):

[ r’exp(-2r/a)dr = [r?/(-2/a) - 2r/(-2/a)*+ 2/(-2/a)’lexp(-2r/a) | ,* = -2/(-2/a)°=
=a’/4

A segunda é(3.2):

R[f,“rexp(-2r/a)dr = R[r/(-2/a) - 1/(-2/a)*]exp(-2r/a)|,” = Ra*/4

A terceira é(3.3):

af, rexp(-2r/a)dr = a[r/(-2/a) - 1/(-2/a)’]lexp(-2r/a) |, = a%/4

Portanto a terceira integral (3) é:

exp(-R/a)[a’/4 + Ra*/4 + a°/4] = a*/4exp(-R/a)[a + R + a] = (a*/4)exp(-R/a)[2a + R]
Voltando a integral original:

[\, dV = 2/(Ra’)exp(-R/a){(1/2)R*[R/3 + a] + (a*/2)[ a + 3R/2] - (a’/4)[2a + R]}
= 1/(Ra%)exp(-R/a){R?[R/3 + a] + a’[ a + 3R/2] - (a*/2)[2a + R]} =

= 1/a’exp(-R/a)[R?*/3 + aR+ a%] = exp(-R/a)[1+ R/a + (1/3)(R/a)?]

Essa integral, que vamos chamar de |, tende a zero quando R tende a infinito, e a 1
guando R tende a zero, e é chamada integral de superposicao, por ser uma medida do
guanto as funcoes de onda W, e W, se superpdem. Resumindo:

I = [\W,W,dV = exp(-R/a)[1+ R/a + (1/3)(R/a)’]



Anexo 23

Cdlculo de <W,|(1/r,)| W:> para a molécula de hidrogénio:

<W, | (1/r) |W,> = 1/(na°) [, (1/r2)exp(-2r,/a)dV =

= 1/(na’) [, (1/(r* + R? - 2rRcos(0))*?)exp(-2r,/a)r’sen(0)drdOd¢
Aintegralem @ é 211 =>

<W, | (1/ry) |Wy> = 2/a%[, (1/(r* + R? - 2rRcos(0))Y?)exp(-2r/a)r’sen(0)drd©
Para integrar em 6, isolamos os termos dependentes de 6:

JoM(1/(r* + R? - 2rRcos(0))¥?)sen(0)d6 = (1/rR)(r? + R? - 2rRcos(0))?| " =

= (1/rR)[(r* + R? + 2rR)™? - (r? + R? - 2rR)"?] =
= (1/rR)[(r +R)- |r - R]]
A integral em r finalmente:

2/a°[,* (1/rR)[(r + R) - |r - R|]lexp(-2r/a)r?dr =
= 2/(Ra%)[ [} (1/r)(2r)exp(-2r/a)r’dr + [.* (1/r)(2R)exp(-2r/a)r’dr] =

/(Ra’)[2[ ] rexp(-2r/a)dr + 2R [ rexp(-2r/a)dr]

Aintegral [ r’exp(-2r/a)dr = exp(-2r/a)[r®/(-2/a) - 2r/(-2/a)*+ 2/(-2/a)’] } =

exp(-2R/a)[R%/(-2/a) - 2R/(-2/a)*+ 2/(-2/a)*] - 2/(-2/a)*=

exp(-2R/a)[-aR?/2 - a’R/2- a’/4] + a°/4

Aintegral [.” rexp(-2r/a)dr = exp(-2r/a)[r/(-2/a) - 1/(-2/a)?]," =

= exp(-2R/a)[aR/2 + a*/4]
Portanto:

/(Ra’)[2] fr’exp(-2r/a)dr + 2R [ ;" rexp(-2r/a)dr] =



= 2/(Ra%)[2exp(-2R/a)(-aR?/2 - a’R/2- a*/4) + 2a°/4 + 2Rexp(-2R/a)(aR/2 + a*/4)] =
= 2/(Ra’)[exp(-2R/a)(-aR? - a’R- a%/2) + a*/2 + exp(-2R/a)(aR?* + Ra*/2)] =
=1/(Ra’)[exp(-2R/a)(- a’R- a°) + a°] => [-exp(-2R/a)(1/a + 1/R) + 1/R]

=><W, |(1/r,) |W1> = 1/R - (1/a + 1/R)exp(-2R/a)
Resumindo

<W,|(1/r) |W:> = 1/R - (1/a + 1/R)exp(-2R/a)



Anexo 24

Cdlculo de <W;|(1/r1)| W2> para a molécula de hidrogénio:

<W, [ (1/ry) |Wy> = 1/(na°) [, (1/r1)exp(-(ri+ rp)/a)dV =

1/(na’) [, (1/r)exp(-(r+ (r* + R? - 2rRcos(0))¥?)/a) r’sen(0)drdBd¢ =

1/(na®) [, rexp(-(r+ (r* + R? - 2rRcos(0))¥?)/a) sen(0)drdOd @
Aintegralem ¢ é 2m =>
=> <W, |(1/ry) |W2> = 2/a° [, rexp(-(r + (r? + R? - 2rRcos(0))*?)/a) sen(0)drd®

Isolando os termos relevantes para a integral em 8, e chamando u(0) = (r*+R? -

2rRcos(8))"?, => du = (1/u)rRsen(B)d6

[ (1/(rR))exp(-u/a)udu = (1/(rR))[u/(-1/a) - 1/(-1/a)*]exp(-u/a) = (-a/(rR))[u +
alexp(-u/a)

Os limites de integracdo de u (que correspondem a r,) vdo de |r-R| quando © =0 ar+R

quando B =m

[ieri "R (1/(rR))exp(-u/a)udu = (-a/(rR))[(r + R + a)exp(-(r + R)/a) - (|r - R| + a)exp(-|r-
R|/a)]

A integral radial completa fica entao:

2/a° [ rexp(-r/a)(-a/(rR))[(r + R + a)exp(-(r + R)/a) - (|r - R| + a)exp(-|r-R|/a)] dr
Agrupando alguns termos:

-2/(Ra’) [,~ exp(-r/a)[(r + R+ a)exp(-(r + R)/a) - (|r - R| + a)exp(-|r-R|/a)] dr

|r - R| troca de sinal quando r>R o que obriga uma integracdo de 0 aReoutradeR a

0o,

-2/(Ra’){[,” exp(-r/a)[(r + R + a)exp(-(r + R)/a)dr - [ X(R - r + a)exp(-(R-r)/a)dr - [,*(r - R
+ a)exp(-(r-R)/a)dr]}

Colocando exp(-r/a) nos expoentes das integrais e evidenciando aqueles com R/a:

-2/(Ra’){[,” exp(-R/a)(r + R + a)exp(-2r/a)dr - [ }(R - r + a)exp(-R/a)dr - [ .“exp(R/a)(r -
R + a)exp(-2r/a)dr}



A primeira integral:

[,” exp(-R/a)(r + R + a)exp(-2r/a)dr = exp(-R/a){(-a/2)(R + a)exp(-2r/a) + [r/(-2/a) - 1/(-
2/a)*lexp(-2r/a)},”

A integral é zero em oco=>
.~ exp(-R/a)(r + R + a)exp(-2r/a)dr = -exp(-R/a){(-a/2)(R + a) + [~ 1/(-2/a)%]} =

= -exp(-R/a){(-a/2)(R + a) - a*/4]} = exp(-R/a)(Ra/2 + 3a%*/4)

A segunda integral:

TR - r+a)exp(-R/a)dr = exp(-R/a)[Rr - r*/2 + ar],* = exp(-R/a)[(R* - R%/2 + aR)] =

= (R%/2 + aR)exp(-R/a)

A terceira integral:

["exp(R/a)(r - R + a)exp(-2r/a)dr = exp(R/a){(-a/2)(a - R)exp(-2r/a) + [r/(-2/a) -
1/(-2/a)’lexp(-2r/a)}.”

Aintegral é zero em oco=>

[:"exp(R/a)(r - R + a)exp(-2r/a)dr = -exp(R/a){(-a/2)(a - R)exp(-2R/a) + [-aR/2 -
(a%/4]exp(-2R/a)} = -exp(R/a)exp(-2R/a){-a*/2 + aR/2 - aR/2 - a%/4} =

= exp(-R/a)(3a%/4)

A integral total é entao:

-2/(Ra?){exp(-R/a)(Ra/2 + 3a%/4) - (R*/2 + aR)exp(-R/a) - exp(-R/a)(3a%/4)} =
=-exp(-R/a)/(Ra’){(-Ra - R?} = exp(-R/a)(1/a + R/a?

Resumindo:

<W,[(1/r,) |W:> = exp(-R/a)(1/a + R/a?)



Anexo 25

Cdlculo de <(1/r)> para o adtomo de hidrogénio:

Para o elétron no 4tomo de hidrogénio, V = -e%/(4TtEoqr)
<V> = <y | (-e%/(4mEor)) | Y> = -e%/(4TEo)<Y | (1/r) | Y> = -e%/(4T1Ep)< 1/r>

Pelo teorema do virial, para um estado estacionario (ver anexo 14):

<2T> =<r.VVv>

Para calcular VV usa-se o gradiente em coordenadas polares (ver anexo 5):
0/0re,+ (1/r*)9/90eq + (1/(r’sen?(0)))9/0@es

<r.VV> = <y|(r.0/0re,)(-e*/(4TEor)) | @> =

= -€%/(4TEo)<Y | (ra(1/r)/ar) | > =

= -e¥/(4MEe< | (-1/r) | Y> = e¥/(4mEp)<1/r>

Portanto : <T> = e%/(8T&o)<1/r>

Por outro lado:
H=T+V => <T>=E,- <V>=> (para o dtomo de hidrogénio)

=> <T> = -me*/(321°h%e,?)(1/n?) - (-e%/(4TiEo)<1/r>) =>

O raio de Bohr: a = (4Tth%) / (me?) =>

<T> = -(4e*Mh%e,) / (ae®32M°h%ey?)(1/n?) + €%/(4TiEy)< 1/r>=>
<T>=-e?/ (a8Tey)(1/n?) + e/(4meEp)<1/r>

Igualando as duas expressoes para <T>:

e?/(81Ey)<1/r> = -e?/ (a8Tieo)(1/n?) + e/(4TEy)<1/r> =>
=> e?/(8TEe)<1/r> = €2/ (a8Tiey)(1/n?) =>

<1/r>=(1/(an?)



Anexo 26

Cdlculo de <(1/r?)> para o dtomo de hidrogénio:

A funco radial do hidrogénio R(r) em coordenadas polares esféricas, com a
substituicdo de variaveis u = rR(r) se torna:

(-h?/(2m))au®/ar* + (h?/(2m))uL(L+1)/r? - e*/(4TEer)u = Eu
Se usarmos o teorema do anexo 15 com o parametro A = L:
H(L) = (-h%/(2m))a%/ar’ + (h*/(2m))L(L+1)/r? - €*/(4TEor)

dE./dL = <(h*/(2m))(2L+1)/r*> = (h?*/(2m))(2L+1)<1/r*>

Como E, =-me*/(321*°h’,?)(1/n?) e o nimero quantico principal pode ser expresso em

funcdo de Lcomo n =L +1i+1, onde se fixa um dado valor paraii.

Assim: dE./dL = me*/(16m*h%e?)(1/(L +1 +1)°)

Igualando com a expressao anterior para dE./dL:

me*/(16m%h%e.?)(1/(L +1 +1)°) = (h%/(2m))(2L+1)<1/r*> =>
=> <1/r*> = m%e*/(8m*h*e2(2L+1))(1/(L + 1 +1))
Como: a (raio de Bohr) = (41th%e,) / (me?) =>

=><1/r*> = 1/(n*a%(L+1/2))



