Forca de Lorenz e o tensor eletromagnético
A forca gerada por uma combinag¢do de campos elétricos e magnéticos é:
F=e.(E+VvXxB).

Exemplo 1: Um campo magnético uniforme esta em repouso num laboratério, onde apenas a
componente Bz vertical do campo é diferente de zero, e a carga elétrica tem apenas a
componente horizontal vx do vetor velocidade. Como ndo ha um campo elétrico, a férmula
calcula uma forga fy = -e.vx.Bz. A forc¢a estd na direcdo y negativa devido ao produto vetorial.

Exemplo 2: Para um observador no referencial da carga elétrica, o que ha é uma carga estatica,
junto a qual um campo magnético uniforme se move na direcdo —x. Pela simetria da situacdo
deve se produzir a mesma forg¢a na carga, mas ela ndo estd agora se movendo num campo
magnético. A Unica hipotese é que surja um campo elétrico E na direcdo -y com a mesma
intensidade de vx.Bz, gerando a forca fy = -e.E. Essa foi uma observacao de Einstein, sobre a
exigéncia do campo eletromagnético obedecer ao principio da relatividade, levando a
conclusdo de que eletricidade e magnetismo sdao campos da mesma natureza, podendo trocar
de forma dependendo do referencial.

Para deduzir a equagdo acima por meio de um lagrangiano, postula-se um campo vetorial A,
com quatro componentes, e que ao mudar de referencial, siga as transformacdes de Lorenz. As
componentes do campo elétrico e magnético serdo construidas a partir de suas derivadas.

O lagrangiano tem 2 componentes: 1 para a particula que se desloca e outro para o campo e
sua interagdo com ela. = (-m.dt + e.dX".A, ). O primeiro termo corresponde a energia
cinética e vem do principio de integrar a particula ao longo de seu deslocamento no espacgo
tempo dr.

(dt =/dt? — dx2—dy? — dz? =dt./1—dx?/dt? — dy?/dt? — dz?/dt? = dtV1—v?2)

O segundo termo representa a energia potencial, aquela oriunda de sua interagcdo com o
campo: e.(dt.Ag + dx.A; + dy.A, + dz.A3) = e.dt.( Ao+ A.dx/dt + A,.dy/dt + As.dz/dt). Comoo
lagrangiano é um escalar, é valido em qualquer referencial.

Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange temos as derivada em relagdo a cada uma das
velocidades:

(m/V1—v2). vx+e.A,,
(m/V1—v2).vy+e.A,,
(m/V1—=v2).vz+elA,

Seguindo com o método, é necessario agora derivar em relacdo ao tempo. Como os
componentes do vetor potencial A sdo func¢des de x, y, z e t, devem ndo apenas ser derivados
explicitamente em relagdo ao tempo como também implicitamente, ja que as coordenadas da
particula sdo fun¢bes do tempo:



d(m/V1—v2).vx)/dt+e.dA;/ ot +e.(vx.0A;/Ox + vy.0A,/dy + vz.0A,/dz).
d(m/V1—v2).vy)/dt+e.0A,/0t+e.(vx.0A,/dx+vy.0A,/dy +vz.0A,/dz).

d(m/V1—v2).vz)/dt+e.dA;/ 0t +e.(vx.0A;/dx + vy.0A;/dy +vz.0A;/dz ).

Essas expressdes devem ser iguais as derivadas correspondentes em relagdo aos eixos
coordenados:

e.(0Aq/ Ox + vx.0A;/ dx + vy.0A,/ Ox + vz.0A;/ Ox )
e.(0Aq/ Oy + vx.0A,/ Oy + vy.0A,/ Oy + vz.0A;/ dy )
e.(0A,/ 0z + vx.0A;/ 0z + vy.0A,/ 0z + vz.0A;/ dz2)

As expressdes contendo a raiz sdo equivalentes a m.a, portanto a forca, que era o objetivo
desejado, sé que contendo corregdes relativisticas. Trabalhando agora com as demais:

e.( 0Ay/ Ox + vx.0A; / Ox + vy.0A, / Ox + vz.0As/ Ox - OA; / Ot — vx.0A; /A - vy.0A, [y - vz.0A, /dz).

e.(0Ay/ Oy + Vx.0A; / Oy + vy.0A, / Oy + vz.0A; / dy — A, / Ot — vx.0A, /OX - vy.0A, /dy - vz.0A, /9z).
e.(0Ay/ 0z + vx.0A,; / 0z + vy.0A, / 0z + vz.0As/ 02) — 0A3/ Ot — vx.0A; /O - vy.0A; /Y - vz.0A;/dz).
Eliminando os termos comuns e agrupando:

e.(0Aq/ 0x - 0A,/ ot + vy.( O0A,/ Ox - 0A; /Oy ) + vz.( OA;/ Ox - BA,/0z)

e.(0Ag/ 0y —0A,/ ot + vx.( OA;/ Oy — 0A, /0x ) + vz.( 0A;/ 0y — BA,/0z)

e.(0Ag/ 0z —0A;/ ot + vx.( 0A;/ 0z — 0A;/Ox ) + vy.( OA,/ 0z — 0A; /0y )

O que é exatamente a forga eletromagnética se associarmos:

Ex = 0A,/ 0x - 0A;/ 0t,

Ey = 0A,/ dy — 0A,/ ot

Ez=0A,/ 0z—0A;/ ot

Bx = dA;/ 0y - A, /0z

By = 0A,/0z - 0A;/ Ox

Bz=0A,/ dx-0A,/dy

As equac¢bes em forma compacta sao:
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d(m/V1—v2 ).vp)/dt=e.(aAo/axp—aAp/at+Z731:1v"(axp — o ),

Onde, X' =x,X*=y,X’=zeVv'=v, V= v, .V’ =V,



Essa equacdo, embora tenha partido de um lagrangiano com as 4 dimensdes (t,x,y,z) e
invariante em transformacgoes de coordenadas no espago-tempo porque é um escalar, s6
relaciona as 3 componentes espaciais da forca magnética, e as derivadas estdo em relagdo ao
tempo calendario de um determinado referencial. Para torna-la explicitamente invariante,
multiplica-se os 2 lados por dt/dt:

d(m/V1—v2).v")/dt. dt/dt=e.dt/or.( aAo/axp—aA,,/auzg:lv"(;ig - infl))

Chamando agora 0t de 9X°, e analisando as equac¢des uma a uma:

d(m/VI—v2).v')/dt=e.(0t/dt.( A/ Ix — DA,/ DX )+ Dt /O zgﬂv"(jxif - %))
04y _ 23

d(m/VIT=v2).v") /dt=e.(0t/9T.(0Ac/ Ox* = 0A/ BX° )+ Ot /0. B3, v (52 — 222))
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d(m/VI=v2).v*) /dt=e.(0t/9t.(0R/ Ox* = 0As/ BX° )+ 0t/9T. B3, v(52 — 222)

Os termos tipo dA,/ 0x° —dA,/ 0 x° podem entrar no somatdrio, desde que n comece de zero,
observando que v° = dt/dt = 1. A equacdo pode aparecer agora em forma compacta como:

ony _ 04y
oxP 6x"))

d(m/V1—v2).V")/dt=e.(0t/dt. X3_ov™(

Xp dXp B o
5,0 € due ——. dt/0t=0X, /0t =U", as componentes da

Substituindo v" pela sua defini¢do

velocidade relativistica,

d(m/VI=02)\") Jdr=e(S3_yUn(Zn _ by

dxP ax™
Temos ainda 3 equagdes. A quarta equacgao para permitir uma forma padrao de equacao
relativistica seria:

d(m/NT=v2).\°) Jdr=e.(BoUn( e - 2y

0x° axm

Como as equagdes sdo invariantes e as 3 componentes de um quadrivetor sdo iguais as 3
componentes de um outro quadrivetor, o quarto componente também tem que ser igual. O
significado dessa quarta equacdo é que a poténcia associada ao movimento da particula no
campo so depende das componentes do campo elétrico. Isso é evidente porque as forgas
associadas ao campo magnético sdo perpendiculares ao movimento e portanto ndo realizam
trabalho.

A forma compacta final em forma de quadrivetor, e usando a convenc¢ao de soma de Einstein
é:

m.d’Xu / dt’ = e.dX"/dt.( 9A,/X" — A,/0X")

Podemos definir para cada 1 e v, a diferenga: 0A,/0X" — 9A,/0X" como componentes de um
tensor F,.



Assim,

Foo = 0A/0X° — 0A,/0X" =0
For = 0A,/0X° — dA,/0X' =-Ex
Foa = 0A,/0X° — 0A/OX* =-Ey
Fos = 0A;/0X° — 9A,/0X® =-Ez
Fio = 0A/0X' — 0A,/0X" = Ex
Fi, = 0A,/0X! — 3A,/0X! =0
Fi = 0A,/0X' — 0A,/0X* =-Bz
Fi3 = 0As/0X' — 0A,/dX° =By
Fao = 0A/0X* — 0A,/OX" = Ey
F,; = 0A,/0X* — dA,/0X' =Bz
Far = 0A,/0X* — 0A,/OX* =0
Fys = 0A3/0X> — AA,/0X° = -Bx
Fa0 = 0A/0X’ — 0A;/0X° = Ez
Fa1 = 0A;/0X° — 0A;/dX' =-By
Fio = 0A,/0X’ — 0A;/OX* = Bx
Fas = 0A;/0X° — 9A3/0X° =0

Podemos ver que F, é antissimétrico, mas como ter certeza de que é um tensor e covariante?
Para ser um tensor, se for zero em um sistema de coordenadas deve ser zero em qualquer
outro. Além disso, deve seguir a transformacgao de Lorenz na forma covariante.

Para saber como obter um tensor em outro referencial com movimento na dire¢do x usando as
transformacgGes de Lorenz, usamos o fato de que um tensor pode ser construido como o
produto de 2 vetores, de modo que cada componente T, = A,.B,.

ASSim, TQO = Ao.Bo, T01 = AQ.B]_, TlO = A]_.BQ, T11 = Al.Bl.
Usando a transformacgdo de Lorenz na forma covariante para A e B,

T'00= A0.B’0= (Ag+V.A;). (Bo+v.B1) / (1-v)=( Ag.Bo + V2. A1.By + V.( Ag.B1 + A1.Bg ) ) / (1-V?) = ( Too +
V2. Ta1 + Vo To1+T10))/ (1'V2)

T'o1= A'o.B'1 = (Ag+V.A;). (B1#V.By) / (1-v2)=( Ag.B; + V2. A1.Bo + V.( Ap.Bo + A1.B1 ) ) / (1-V2) = ( Tor +
V2, Tio+ Vo Toot+T11))/ (1'V2)



T'10= A'1.B’o= (A1+V.Ag). (Bo+V.B1) / (1-v)=( A1.By + V2. Ag.By + V.( A1.B1 + Ag.Bg ) ) / (1-V?) = (Tyo +
V2. Tor + Vo Too+T11))/ (1'V2)

T 1= A 1B = (A+V.Ao). (Bi+v.By) / (1-v2)=( A1.B; + V2. Ag.Bo + V.( Ag.By + A1.By ) ) / (1-v2) = (Tyy +
V2, Too + V.( To1+T10))/ (1'V2)

De forma similar:

T'o=(Toa + V. Tio)/ V1 — v2

T'os=(Tos + V. Tus)/ V1 — v2

T'a0=(Tao+ V. To1)/ VI — 12

T'30=(Tao + V. Tay)/ V1 — v2

T'2= (T +v.To)/ V1 — v2

T'o1= (Tor + V. o)/ VI — 12

T'3=(Tiz + V. Tos)/ V1 — v2

T'31= (Tap + V. Tao)/ V1 — v2

Ty=Ty

Ty3=Ty

T3=Ts

T'33=Ts3

No caso do tensor Fy,,

F'o0= ( Foo + V2 F1q + V.( For+Fa0))/ (1-v?) = (0 + V2. 0 + v.( -Ex+Ex))/ (1-v}) =0
F'o1= ( For + V2 Fio + V.( Foo+F11))/ (1-v7)= ( -Ex + V2. Ex + v.( 0-0))/ (1-V?) = -Ex
F'10= ( Fo+ V2 Foy + V.( Foo*+F11))/ (1-v?)= (Ex - V2. Ex + v.( 0-0))/ (1-v®) = Ex
F'11= ( F1y + V2 Foo + V.( For+Fa0))/ (1-v))= (0 + V2. 0 + v.(- Ex+Ex))/ (1-v®) = 0
Fo2= ( Foa + V. Fp)/ V1 — v2 = (-Ey - v.Bz) / V1 — v2

F'os= ( Fos + V. F13)/ V1 — v2 = (-Ez- v.By) / V1 — v2

F'20= ( Fao + V. F21)/ V1 — 12 = (Ey + v.Bz) / V1 — v2

F'30= (F3o+ V. F3)/ V1 — v2 = (Ez + v.By) / V1 — v2

F'12= (Fi2 + V. Foo)/ V1 — v2 = (-Bz - v.Ey) / V1 — v2



Fo1=(Fu+V.Fy)/ V1 —v2=(Bz+V.Ey) /V1 — v2
F13= (Fi3+V.Fg3)/ V1 — v2 = (By-v.Ez) / V1 — v2
F'31=(Fs1+V.F3)/ V1 — v2 = (-By + v.Ez) / V1 — v?

Fn=F;y =0
F’'23=Fy3 = -Bx
F'3,=F3,=Bx
F'33=F3;3=0

Como os componentes transformados sdao combinacgdes lineares dos campos do tensor
original, caso o tensor seja zero, também o sera o transformado. Além disso, ele mantém a
propriedade de ser antissimétrico.

O mais interessante sdo as consequéncias da mudanca de referencial. Para um observador em
movimento com velocidade v na direcao x, as componentes nessa direcao dos campos
elétricos e magnéticos do laboratdrio ndo se alteram. Mas as componentes y e z desses
campos elétricos sdo modificadas pelas componentes z e y dos campos magnéticos, caso
existam no laboratdrio. Mesmo que ndo existam componentes y e z de campo elétrico no
laboratério, elas sdo medidas pelo referencial mdével, caso existam campos magnéticos nas
direcGes zou y.

Da mesma forma com as componentes y e z do campo magnético medidas no referencial
movel, que sdo afetadas pelas componentes z e y, caso essas existam no laboratério.

Em particular, no exemplo 2 mencionado no inicio do capitulo, vé-se que realmente surge um
campo elétrico na diregdo y, atuando sobre a carga, que é vista como estatica pelo observador
que se move com ela. Para baixas velocidades, o fator V1 — v2 é praticamente 1, e o0 que
aparece é um campo elétrico de magnitude - v.Bz, na direcdo y. O observador mével vé
portanto a mesma forca f = -evxBz que é medida no laboratdrio. Mas a interpreta como f =
eky.



Equacoes de Maxwell

O capitulo anterior analisou como o campo eletromagnético determina o
movimento de particulas carregadas. Agora vamos analisar como as cargas
em movimento afetam o campo.

O Lagrangiano anterior tinha um componente para a particula e outro
para a interacdo particula x campo. Agora ele deve ter um termo para o
campo e outro para a interacao entre as cargas e o campo. O tensor F,,
expressa o campo numa forma invariante ou seja, seus componentes se
alteram dependendo do observador conforme as transformacgdes de
Lorenz.

Uma sugestado para o Lagrangiano do campo é a contragao desse tensor,
ou seja: F,. F". Expandindo seus termos: Foo.F® + For.F?! ... + F33.F*%. Todos
os termos das diagonais sdao zero. Dos demais, os que contém um zero
referem-se a campos elétricos, e seu produto fica com sinal negativo por
causa da troca de sinal entre o tensor contravariante e o covariante. O
resto se refere aos campos magnéticos, mantendo-se com sinal positivo.

O resultado da soma é - 2E,2 - 2Ey2 - 2E%+ 2B+ ZBy2+ 2B.,% Por convengao
divide-se o resultado por 4 e inverte-se o sinal para formar o Lagrangiano
do campo, expresso abaixo em forma condensada.

Z eampo= = 1/8.(OA,/OX" — OA,/0X").(OAY/OX" — dAY/OX") = % . (E*-B’).

No caso da particula do capitulo anterior, a integral representando a acao
a ser minimizada era entre dois pontos do espaco-tempo. Agora o campo
deve ser integrado ao longo de um volume do espaco tempo onde ele esta
presente.

Para analisar as cargas, esse mesmo volume é considerado como um meio
continuo, em que cada ponto do espago-tempo esta associado a uma
densidade de carga (positiva ou negativa) e a um fluxo, ou corrente
elétrica. A densidade de carga pode ser vista como um corte no tempo
nas vizinhangas de um ponto. Como um balanco anual de uma empresa, é
o retrato daquele momento. Mas a cada instante essa medida pode
mudar, desde que um aumento da densidade de carga entre dois
instantes infinitesalmente préximos no tempo seja acompanhado por um



fluxo por unidade de area combinado vindo pelos eixos x, y e z. Ou seja,
nao so a densidade de carga se conserva, mas ela ndo pode variar e ser
compensada por uma variacao igual e em sentido oposto longe do ponto.
A expressao matematica para isso é o conceito vetorial de divergéncia:
V.j"=0j,/0x + 0j,/dy + 0j,/0z = -dp/dt. p é a densidade de carga e j,, j, € ]
as correntes nas 3 dire¢cdes coordenadas. Podemos estender o conceito de
corrente, considerando que uma dada densidade de carga, mesmo que
ndo varia, esta “fluindo no tempo”. Assim JV = 04 2 P = (Psix, Jy, Jz)- SO
porque foi representada com quatro componentes, isso nao significa que
J"é um quadrivetor. E preciso mostrar que ele satisfaz as transformacdes
de Lorenz na mudanca de coordenadas.

Para um referencial R’ se movendo com velocidade v na direcao x, a
guantidade de cargas dentro de um volume elementar nao se altera.
Supondo que as cargas estdo em repouso no laboratério, J* = (p, 0, 0, 0).
Para R’, a densidade aumenta pois o volume elementar sofre contracdo na
diregdo x. R’ também vé essa densidade de carga p’ movendo-se com
velocidade —v na diregdo x. Portanto vé uma densidade de corrente —v. p’.
A expressdo paraJt'é(p /N1 —v?,-v.p/V1—v2,0,0), seguindo
portanto a transformacao de Lorenz.

Uma sugestdo para o lagrangiano da interacdo entre o campo e as cargas
€ L arga = AL N = AO.JO + AT AL+ A3.J3. Cada componente do vetor
potencial é ponderado pelo respectivo valor de corrente para formar o
escalar.

Somando os dois lagrangianos:
gtotal = _1/4 . va- FMV + AH' JH

Expandindo os termos, inclusive os campos elétricos e magnéticos em
funcao das derivadas de A:

Lo = - 1/8.(0AJOX* — OA/X).(OA/OX — dA*/OX")
+ A().JO + AI.JI i Az..lz + A3.J3.



Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange, é preciso derivar- os €m
relacao a cada uma das derivadas parciais de A. E o resultado dessa
operacao ser derivado por cada X', somando-se ent3o esses termos.

Por exemplo, para os termos referentes aos campos magnéticos, onde

K e vvariamde 1a 3, os vetores covariantes sao iguais aos
contravariantes. E cada termo aparece 2 vezes, quando no somatadrio, 0s
valores de p e v se inverterem. O resultado da derivagdo é sempre o
proprio F,, nesses casos.

No caso dos termos referentes aos campos elétricos ocorre a mesma
coisa.

O passo seguinte fazer somatérios das derivadas dos F,,, em relagdo aos
X". Esses somatdrios dever ser igualados as derivadas em relacdo aos
A,. Como os A, s6 aparecem multiplicando os termos da corrente, essas
derivadas sao as proprias correntes.

Assim,

- OF/d X° — OF1/d X' — OF»/0 X* — OF3/0 X° = J°
- OF;o/d X° — AF;1/d X' + OF 12/0 X + OF ;30 X°> = )}
- OF5/0 X° + 0F»1/0 X' + OF2,/0 X + OF /0 X° = 2
- OF30/0 X° + OF31/0 X' + OF3,/0 X* + OF33/0 X> = J°

Substituindo os valores de F,, pelos simbolos dos campos, os X" pelas
letras das coordenadas, e observando que F,;, =0,

OEx/dx + OEy/dy + 0Ez/dz = J°

-9Ex/dt + dBy/dz — dBz/dy = J*

-QEy/dt + 0Bz/dx — 0Bx/0z = J?

-9Ez/dt + OBx/dz — dBy/dx = )°

A primeira expressao corresponde a equacdo de Maxwell: V.E=p

As 3 seguintes a outra equacdo de Maxwell: Vx B -9dE/0t =j



Existem mais 2 equacdoes de Maxwell que resultam simplesmente do fato
dos campos E e B terem sido definidos a partir do vetor potencial A.

Por exemplo, pela definicdo dos componentes de B, resulta que este é o
rotacional de A. Como é uma identidade vetorial que a divergéncia de um
rotacional é zero, temos mais uma equacao de Maxwell: V.B = 0.

A equacdo remanescente deriva do fato de que:
Ex = 0A)/0X' — 0A,/0X" = — (0A,/dt - dA,/0X")
Ey = 0A/0X* — 0A,/0X"= — (3A,/0t - 3A,/0X7)
Ez = 0A/0X’ — 0A3/0X° = — (3A;/0t - 0A,/X)
Em forma vetorial isso pode ser escrito como:

E =—0dA/dt + VA ou seja a soma da derivada em relagdo ao tempo do
vetor A, (considerado apenas quanto aos 3 componentes espaciais), com o
gradiente do escalar A,.

Se fizermos o rotacional de E:
VxE=-0(VxA)/ot+VxVA,

O ultimo termo é o rotacional de um gradiente, e é identicamente igual a
zero.

Como V x A é o campo magnético, temos finalmente:

V xE=-0B/dt,ouVxE+0B/ot=0



Ondas eletromagnéticas.

As equacOes de Maxwell expressam relagdes entre E e B. Através de
substituicdes, é possivel gerar outras equagoes.

Por exemplo, a derivando-se em relacdo ao tempo a equacgdo V x B - OE/0t
= j, temos V x 0B/dt - 9°E/dt* = dj/dt.

Usando agora a equagao:
V x E =-0B/dt,
Vx VxE+d°E/ot* + dj/dt =0

A operacdo de duplo rotacional de um vetor é equivalente ao gradiente da
divergéncia menos o laplaciano: V(V.E) - V’E + 9’E/dt* + dj/dt = 0

Usando finalmente a equacao:

V.E = p, resultando em 3 equagdes diferenciais, uma para cada
componente de E:

0°Ex/9t” - 9°Ex/Ox* - 9°Ex/dy’ - 0’Ex/0z” + p/dx + dj,/dt=0
O’Ey/0t” - 9°Ey/0x’ - 9°Ey/dy” - 9°Ey/dz” + dp/dy + dj,/dt = 0
0°Ez/dt’ - 3’Ez/dx* - 3°Ez/dy’ - 3°Ez/dZ° + dp/dz + dj,/dt = O

O mesmo pode ser feito em relacdao ao campo magnético, a partir da
equacdo: V x E = -0B/0t. Derivando em rela¢do ao tempo:

3’B/0t’ + V x 9E/dt =0

Usando que V x B - OE/0t =j,
9°B/ot’+VxVxB-Vxj=0
Expandindo o duplo rotacional:
9°B/dt’+ V(V.B)-V°B-Vxj=0

Finalmente usando a equagao V.B =0, resultam 3 equag¢des com os
componentes do vetor B:



0°Bx/0t’ - 3°Bx/dx* - 3°Bx/dy’ - 9°Bx/dz” — ( 9j,/dz - 9j,/dy ) = 0
9°By/0t’ - 9°By/dx’ - 9°By/dy’ - 3°By/0z° — ( 9j,/0x - 3j,/z ) =0
3’Bz/0t” - 9°Bz/0x’ - 9°Bz/dy* - 9°Bz/d2° — ( 9j,/dy - 9j,/dz ) = 0

Se nao houver cargas nem correntes, no vacuo por exemplo, temos
simplesmente a equacdo de onda eletromagnética. Até num meio sdlido,
desde que sem gradiente de cargas ou correntes, a onda eletromagnética
pode estar presente, como é o caso de alguns materiais como o vidro. Sdo
transparentes. J& num condutor, onde ha elétrons livres em abundancia, a
energia do campo eletromagnético variavel é absorvida para acelerar
essas cargas. Nao ha condutores transparentes.

Usa-se aqui sempre unidades em que a velocidade da luz é igual a 1.
Também nao sao usadas as constantes de permeabilidade elétrica ou
magnética, que derivam das unidades de medidas empregadas.









